áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, 2 ËÕÒÓ 1.10.2009

4. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ { II

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ É ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÏÔÏËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ: 1) x @ @x + y @ @y ; 2) y @ @x − x @ @y . úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ S^2 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ R^3, n; s ∈ S^2 | ÅÅ ÓÅŒÅÒÎÙÊ É ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀÓÁ. ðÏÌÏÖÉÍ M = S^2 \ {n; s} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ M ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ X; Y , ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÍÅÒÉÄÉÁÎÁÍ (Ó ÓÅŒÅÒÁ ÎÁ ÀÇ), Á Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÐÁÒÁÌÌÅÌÑÍ (Ó ÚÁÐÁÄÁ ÎÁ ŒÏÓÔÏË).

1) úÁÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÑ X; Y Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ŒÙÂÒÁŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÛÉÒÏÔÕ É ÄÏÌÇÏÔÕ.

2) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [X; Y ].

3) îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÔÏËÉ g^X_t É g^Y_t ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÉ ÏÎÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ M? 4) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÐÏÔÏËÏŒ f_{st} = g^X_s g^Y_t g^X_{−s}g^Y_{−t}. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ x − f_{st}(x) (Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(s^2 + t^2). ëÁË ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÐÏÔÏËÏÍ ÐÏÌÑ [X; Y ]?

úÁÄÁÞÁ 3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ X; Y; Z ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^3, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ S^3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xS^3.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ¸_1; : : : ; ¸_m, Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xM, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÕÌØ. (õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÐÏÌÅÊ ÚÁÄÁÞÉ 3 Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ R^4 É ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ R^{2n}).

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N ⊂ M Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 7. (ïÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ.) ðÕÓÔØ ¸ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÔÏÒÅ T^2, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ (¸^1; ¸^2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÇÌÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ¸^1; ¸^2 ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÐÏÌÑ ¸ ÚÁÍËÎÕÔÙ? þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÙ?

úÁÄÁÞÁ 8. (ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, m = dim M, É ÐÕÓÔØ T M = ⨆ x∈M T_xM = {(x; ¸) : x ∈ M; ¸ ∈ T_xM}. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÁÒÔÙ (U; ’) ÎÁ M ÐÏÌÏÖÉÍ ~U = ⨆ x∈U T_xM É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~’: ~U → R^{2m} ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~’(x; ¸) = (’(x); d’(x)¸). óÎÁÂÄÉÍ T M ÓÌÁÂÅÊÛÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~’ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÁÒÔ ŒÉÄÁ ( ~U; ~’) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÔÌÁÓ ÎÁ T M, É ÞÔÏ T M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ T M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. çÌÁÄËÉÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ó ÂÁÚÏÊ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÙÈ:

(1) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ E, (2) ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p: E → M, (3) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ p^{−1}(x); x ∈ M (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅÍ ÎÁÄ x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: p^{−1}(U) → U × R^n, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ p^{−1}(U) p � � � � ’ � U × R^n

pr_1 � � � � U ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ (ÇÄÅ pr_1 | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ U ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ p^{−1}(x) É {x} × R^n ∼= R^n.

óÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (E; p) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s: M → E, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ p ∘ s = id_M .

úÁÄÁÞÁ 9. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ p: T M → M; p(x; ¸) = x, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ’: (E; p) → (E^′; p^′) Ó ÂÁÚÏÊ M | ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: E → E^′, ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ E p � � � � ’ � E^′

p^′ � � � M ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙÍ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ŒÉÄÁ (M × R^n; pr_1).

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 11.^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ S^2 ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁËÏÍÕ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ë S^2 ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ? á ËÁËÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ S^2 ÂÙÌÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÁ?)