áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, 2 ËÕÒÓ 22.10.2009

6. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ

úÁÄÁÞÁ 1. 1) úÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕ f(x^2 + y^2)(x dx + y dy) Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. 2) úÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕ x dx + y dy + z dz Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ ’: M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’^∗(df) = d(’^∗f) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C^∞(N).

úÁÄÁÞÁ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : R^2 \ {0} → R^2 \ {0} ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; y) = ( x √ x^2 + y^2 ; y √ x^2 + y^2 ) : œÙÞÉÓÌÉÔÅ ^∗!, ÇÄÅ 1) ! = x dx + y dy; 2) ! = x dy − y dx.

úÁÄÁÞÁ 4. äÁÊÔÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ df(x) ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ m_x=m^2_x, ÇÄÅ m_x | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ C^∞_x .

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ G = GL_n(R). ðÏÓËÏÌØËÕ G | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M_n(R), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 1-ÆÏÒÍ ˙^1(G) Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ C^∞(G; M_n(R)). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_g : G → G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h → gh. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ G, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ L_g (Ô.Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ L^∗_g! = ! ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G). ïÔŒÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞(G; M_n(R)).

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ M ÆÕÎËÃÉÑ !(¸) ÇÌÁÄËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T^p_q (M) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÔÉÐÁ (p; q) ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ M.

1) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÅÊ T^p_q (M) ∼= Hom_C∞_{(M)}(T^q_p (M); C^∞(M)). 2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌØ Hom_C∞_{(M)}(T^q_p (M); T^r_s (M)) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏ- ÄÕÌÀ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ M.

úÁÄÁÞÁ 8. œÙŒÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ìÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ ¸ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, g_t | ÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÐÏÔÏË, T | ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^d_{dt} (g^∗_t T ) = L_¸(g^∗_t T ) = g^∗_t (L_¸T ). (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏÔÏËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ ìÉ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.)

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ T | ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÔÉÐÁ (p; q) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M, !_1; : : : ; !_p | 1- ÆÏÒÍÙ ÎÁ M, ¸; ¸_1; : : : ; ¸_q | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M. œÙÒÁÚÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ìÉ L_¸T ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ !_1; : : : ; !_p; ¸_1; : : : ; ¸_q ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ìÉ 1-ÆÏÒÍ !_i É ÐÏÌÅÊ ¸_i.

úÁÄÁÞÁ 11. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗M, ÓÌÅÄÕÑ ÓÈÅÍÅ ÚÁÄÁÞÉ 8 ÉÚ ÌÉÓÔ- ËÁ 4, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^∗M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Vect | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ R. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : Vect → Vect ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F_{V;W} : Hom_R(V; W ) → Hom_R(F (V ); F (W )) | ÇÌÁÄËÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÅ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ É ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. (ðÒÉÍÅÒÙ: F (V ) = V^∗, F (V ) = V ⊗ V , F (V_1; V_2) = V_1 ⊗ V_2, F (V ) =

⋀_p V É Ô.Ð.)

úÁÄÁÞÁ 12.^∗ 1) ðÕÓÔØ F : Vect → Vect | ÇÌÁÄËÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Vect_M ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÌÁÄËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó ÂÁÚÏÊ M (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 4). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎË- ÔÏÒ F_M : Vect_M → Vect_M ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ ÓŒÏÄÉÌÓÑ Ë ÐÒÉÍÅÎÅ- ÎÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ F . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗M, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (T M)^{⊗p} ⊗ (T^∗M)^{⊗q} É

⋀_p T^∗M.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M ÔÉÐÁ (p; q) | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 4) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (T M)^{⊗p} ⊗ (T^∗M)^{⊗q}, Á ÇÌÁÄËÁÑ p-ÆÏÒÍÁ | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

⋀_p

T^∗M.

çÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ

úÁÄÁÞÁ 13. 1) œÏ ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ (ÁÎÔÉËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ), ÅÓÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒÏÍ? ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ

⋀_p V^∗ Ó (

⋀_p V )^∗ (ËÁË ÎÁ ÌÅËÃÉÉ), (V^∗)^{⊗p} Ó (V^{⊗p})^∗ (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ), Á (

⋀_p V )^∗ | Ó ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ (V^{⊗p})^∗ (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ, ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë ÆÁËÔÏÒÏ- ÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ V^{⊗p} →

⋀_p V ). œ ÉÔÏÇÅ

⋀_p V^∗ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ (V^∗)^{⊗p}.

1) ëÕÄÁ ÐÒÉ ŒÌÏÖÅÎÉÉ

⋀_p

V^∗ ,→ (V^∗)^{⊗p} ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ v_1 ∧ : : : ∧ v_p? 2) þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ

⋀_p

V^∗ ,→ (V^∗)^{⊗p} →

⋀_p V^∗ (ÇÄÅ ŒÔÏÒÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÆÁËÔÏÒÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ)?