áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, 2 ËÕÒÓ 5.11.2009

8. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ¸ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÓÔÁŒ- ËÉ i_¸ : ˙(M) → ˙(M) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ −1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÀ i_¸(!) = !(¸) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ! ∈ ˙^1(M).

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ ¸ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ L_¸ : T (M) → T (M) | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (0; 0) (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ L_¸ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ T^p_q (M) Œ T^p_q (M) ÄÌÑ ŒÓÅÈ p; q), ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÅ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ Tr^1 : T^p_q (M) → T^{p−1}_{q−1} (M) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ L_¸(ȷ) = [¸; ȷ] ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ȷ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ U ⊂ R^3 | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ C^∞(U)^d � ˙^1(U)^d � ˙^2(U)^d � ˙^3(U)

C^∞(U)^{grad} � id � Vect(U)^{rot} �

ff_1 � Vect(U)^{div} �

ff_2 � C^∞(U)

ff_3 �

ÇÄÅ ff_1 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ff_2) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ @_x; @_y; @_z Œ 1-ÆÏÒÍÙ dx; dy; dz (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ 2-ÆÏÒÍÙ dy ∧ dz; dz ∧ dx; dx ∧ dy), Á ff_3 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ f → f dx ∧ dy ∧ dz.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÏÔÏÒ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3, ŒÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ !.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ {U_i}_{i∈I} ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ {_i}_{i∈I} , ÞÔÏ supp _i ⊂ U_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I (Ô.Å., Œ ÏÔÌÉ- ÞÉÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ, ÆÕÎËÃÉÉ _i ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÞÔÏ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏËÒÙÔÉÑ, ÎÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÉÍÅÌÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÎÏÓÉÔÅÌÉ).

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A; B ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(M), ÞÔÏ 0 ⩽ f ⩽ 1, f|_A = 0 É f|_B = 1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ N | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ N ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ M.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ M | ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ M ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: M → M, ÞÔÏ ’(x) = y.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ^1. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ

T^p_q (M) ∼= Vect(M)^{⊗p} ⊗ ˙^1(M)^{⊗q} (ÇÄÅ ⊗ = ⊗_C∞_{(M)}); (1)

˙^p(M) ∼=

⋀_p

C^∞(M)˙

1(M): (2)

1îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ; ÓÍ. W. Greub, S. Halperin, R. Vanstone, Connections, curvature, and cohomology, vol. I, Academic Press, New York and London, 1972.

úÁÄÁÞÁ 10. 1) ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R-ÁÌÇÅÂÒ C^∞(M) → R ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f → f(x_0) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ) ÔÏÞËÉ x_0 ∈ M.

2) ðÕÓÔØ ff : C^∞(M) → C^∞(N) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: N → M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ff = ’^∗.

3) îÁÚÏŒÅÍ R-ÁÌÇÅÂÒÕ ÇÌÁÄËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ Ë ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(M) É C^∞(N) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M É N ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ.