áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, 2 ËÕÒÓ 19.11.2009

10. ðÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÍÅÔÒÉËÉ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, n = dim V , T | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

⋀_n T | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det T . œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ e_1; : : : ; e_n É e^′_1; : : : ; e^′_n Œ V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ e^′_1 ∧ : : : ∧ e^′_n = (det C) e_1 ∧ : : : ∧ e_n, ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ (e_i) Ë (e^′_i).

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ- ÍÏÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Vect^n(M) n-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ M Œ C(M), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ æ(fu) = |f|æ(u) ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ∈ Vect^n(M); f ∈ C^∞(M).

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌØ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÉÚÏ- ÍÏÒÆÅÎ C^∞(M) [ÐÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ: ÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ].

úÁÄÁÞÁ 4. îÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ õÉÔÎÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ M | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ) Œ R^3, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎ- ÎÁÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ r : U → R^3, ÇÄÅ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (u; v) ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ U; ÉÈ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ ÎÁ M. óÎÁÂÄÉÍ M ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ g, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ R^3 (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M).

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g = E du^2 + 2F du dv + G dv^2, ÇÄÅ E = (r_u; r_u), F = (r_u; r_v), G = (r_v; r_v). 2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ |dV | = |[r_u × r_v]||du dv| (ÇÄÅ ËÒÅÓÔÉË ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ).

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ F : R^3 → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, p_0 ∈ R^3, F^′_z(p_0) ≠ 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {p ∈ R^3 : F (p) = 0} Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ p_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M Œ R^3, É ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ÔÏÞËÉ p = (x; y; z) ∈ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ M. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ M Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y).

úÁÄÁÞÁ 7. óÄÅÌÁÊÔÅ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ⊂ R^3 | ÇÒÁÆÉË ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : U → R (ÇÄÅ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^2).

úÁÄÁÞÁ 8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ Œ R^3 É ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S^2 ⊂ R^3 Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ S^2 ⊂ R^3 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, N = (0; 0; 1) | ÅÅ ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ. œŒÅÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ÎÁ S^2 \ {N}, ÐÏÌÁÇÁÑ ÉÈ ÄÌÑ p ∈ S^2 \ {N} ÒÁŒÎÙÍÉ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ p ÎÁ R^2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ S^2 Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. òÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C = C ∪ {∞}. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ C Œ C ŒÉÄÁ z → az + b cz + d ; ÇÄÅ a; b; c; d ∈ C É ad − bc ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 10. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ S^2 Ó C ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ. 1) ëÁËÉÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ S^2? 2) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ SU_2={±1} ∼= SO_3.

úÁÄÁÞÁ 11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R^{1;2} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^3 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t; x; y) É ÐÓÅŒÄÏÒÉ- ÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ g = dt^2 − dx^2 − dy^2. ðÓÅŒÄÏÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (æ; Ø; ’) Œ ÏÂÌÁÓÔÉ t^2 − x^2 − y^2 ¿ 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

t = æ ch Ø; x = æ sh Ø cos ’; y = æ sh Ø sin ’ (æ ∈ R; Ø ¿ 0; ’ ∈ [0; 2ß]):

œÙÞÉÓÌÉÔÅ g É ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÒÈÎÀÀ ÞÁÛËÕ (t ¿ 0) ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÙ

{(t; x; y) ∈ R^{1;2} : t^2 − x^2 − y^2 = 1}

Œ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ −g | ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÞÁÛËÅ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÛ- ËÅ. úÁÄÁÞÁ 12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ t = 0 ÉÚ ÀÖÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ (0; 0; −1) (ÔÁË ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÞÁÛËÁ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÙ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÊ ËÒÕÇ D = {(x; y) : x^2 + y^2 ¡ 1}, Á ÎÉÖÎÑÑ | ÎÁ ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÏÓÔØ x^2 + y^2 ¿ 1). âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ (x; y) ∈ D ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÞÁÛËÅ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÙ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ (ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 9). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÐÓÅŒÄÏ- ÓÆÅÒÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ) Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 13. ïÔÏÂÒÁÚÉÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H = {z ∈ C : Im z ¿ 0} ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ D ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

’(z) = i z − i z + i : õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ’ | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ H ÎÁ D, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÅÔÒÉËÕ ’^∗g ÎÁ H , ÇÄÅ g | ÍÅÔÒÉËÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁ D (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ). íÅÔÒÉËÁ ’^∗g ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁ H .