áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, 2 ËÕÒÓ 3.12.2009

12. éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ⊂ R^2 Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ C ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ S = 1 2 � C x dy − y dx:

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ ! = x^2y^3 dx + dy + z dz.

1) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ! ÐÏ ËÒÉŒÏÊ x^2 + y^2 + z^2 = a^2; z = 0. 2) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ d! ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 + z^2 = a^2; z ⩾ 0.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ ! = y dx + z dy + x dz.

1) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ! ÐÏ ËÒÉŒÏÊ x^2 + y^2 + z^2 = a^2; x + z = a. 2) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ d! ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 + z^2 ⩽ a^2; x + z = a.

úÁÄÁÞÁ 4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÕ x^2=a^2 + y^2=b^2 + z^2=c^2 = 1 ÏÔ ÆÏÒÍ

(1) dx ∧ dy; (2) z dx ∧ dy; (3) z^2 dx ∧ dy; (4) dy ∧ dz x + dz ∧ dx y + dx ∧ dy z : úÁÄÁÞÁ 5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ (z ⩾ 0) ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÏÔ ÆÏÒÍ 1) x^3 dy ∧ dz; 2) yz dz ∧ dx.

úÁÄÁÞÁ 6. œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ n − 1-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÞÅÒÅÚ ÏÂSSÅÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 7. [ÓÒ. Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 8 ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 9]. úÁÄÁÄÉÍ 2-ÆÏÒÍÕ ! Œ R^3 \ {0} ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ! = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy (x^2 + y^2 + z^2)^{3=2} : 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d! = 0.

2) þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ! ÎÁ ÓÆÅÒÕ S^2_r ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ? 3) œÙÒÁÚÉÔÅ ! ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2_1 . 4) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ! ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ 1-ÆÏÒÍÙ?

5) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ !(p)(u; v) = ⟨p; u; v⟩=|p|^3 (ÇÄÅ ÕÇÌÏŒÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ).

6) ðÕÓÔØ M ⊂ R^3 \{0} | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ M ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C(M) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÌÕÞÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ M. ôÅÌÅÓÎÙÍ ÕÇÌÏÍ, ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÌÁÓÔÉ C(M) ∩ S^2_1 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁŒÎÁ ÍÏÄÕÌÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ! ÐÏ M.

úÁÄÁÞÁ 8. 1) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^n ÐÒÉ ÁÎÔÉÐÏ- ÄÁÌØÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ´: S^n → S^n, ´(x) = −x.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÁÎÔÉÐÏÄÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ´: S^n → S^n ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ. (õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ Ð. 1 É ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ.) 3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÎÁ S^n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ- ÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÕÌØ. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÅÖÄÕ ´ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.)

óÌÕÞÁÊ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K | ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V × W → K, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ:

1) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 0 ≠ v ∈ V ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ w ∈ W , ÞÔÏ f(v; w) ≠ 0; 2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 0 ≠ w ∈ W ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ v ∈ V , ÞÔÏ f(v; w) ≠ 0. ëÁÖÄÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ f : V × W → K ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ

i_f : V → W^∗; i_f (v)(w) = f(v; w); i^′_f : W → V^∗; i^′_f (w)(v) = f(v; w):

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V; W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÔÁËÏŒÏ ÖÅ É ŒÔÏÒÏÅ, É i_f ; i^′_f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ f : V^∗ × V → K; (!; v) → !(v), ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ i_f : V^∗ → V^∗ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ i^′_f : V → V^{∗∗} | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ f : V × W → K | ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : �_p V × �_p

W → K; f(v_1 ∧ : : : ∧ v_p; w_1 ∧ : : : ∧ w_p) = det(f(v_i; w_j));

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ” É ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g : V × V → V (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ). æÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ ! ∈

�_n V^∗ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

!(v_1 ∧ : : : ∧ v_n) = ”(v_1 ∧ : : : ∧ v_n) � | det(g(v_i; v_j ))|:

åÓÌÉ V | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÍÏÕ ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÔÏ ! | ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSÅÍÁ dV ÎÁ M Œ x_0 (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ).

úÁÄÁÞÁ 10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËŒÏÚÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h: �_p V × �_{n−p} V^∧−→

�_n

V^!−→ R

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ ∗:

�_p V^∗ →

�_{n−p} V^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ

�_p V^{∗ i−1g}−−→

�_p

V^{ih}−→

�_{n−p} V^∗:

åÓÌÉ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ ∗: ˙^p(M) → ˙^{n−p}(M) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (∗ !)(x) = ∗(!(x)).

úÁÄÁÞÁ 11. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ∗ ! ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 12. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∗ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ (M; g) | ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

i_g : Vect(M) → ˙^1(M); (i_g¸)(x) = i_{g(x)}¸(x):

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ i_g | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÅÊ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ »¸ = i_g(¸) É ^! = i^{−1}_g (!) ÄÌÑ ¸ ∈ Vect(M), ! ∈ ˙^1(M).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÁÄÉÅÎÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M) ÎÁ ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ grad f = ^df.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÉŒÅÒÅÇÅÎÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ div ¸ = (∗ d ∗)(»¸).

úÁÄÁÞÁ 13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ M = R^3 ÄÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ É ÄÉŒÅÒ- ÇÅÎÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ).

úÁÄÁÞÁ 14. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔ É ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÀ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, D ⊂ M | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ, F | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ D. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ ˚ Ë @D (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ M = R^3) É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ � D div F dV = � @D (F; ˚) dS;

ÇÄÅ dV; dS | ÆÏÒÍÙ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ M É @D ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 16. üÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÏÅ ÐÏÌÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ | ŒÅËÔÏÒÏÍ ÜÌÅË- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ E É ŒÅËÔÏÒÏÍ ÍÁÇÎÉÔÎÏÊ ÎÁÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ H. œ ŒÁËÕÕÍÅ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ | ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÉ ÚÁÒÑÄÏŒ) ÜÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÓŒÑÚÁÎÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ íÁËÓŒÅÌÌÁ � � � rot E = − 1 c @H @t ; div H = 0;

� � � rot H = 1 c @E @t ; div E = 0:

ðÕÓÔØ R^{1;3} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x^0 = ct; x^1; x^2; x^3 É ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁ- ÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ g = (dx^0)^2 − (dx^1)^2 − (dx^2)^2 − (dx^3)^2. œŒÅÄÅÍ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ 2-ÆÏÒÍÕ

F = −E_1 dx^0 ∧ dx^1 − E_2 dx^0 ∧ dx^2 − E_3 dx^0 ∧ dx^3 + H_1 dx^2 ∧ dx^3 + H_2 dx^3 ∧ dx^1 + H_3 dx^1 ∧ dx^2:

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ íÁËÓŒÅÌÌÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ dF = 0, d(∗ F ) = 0.