áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, 2 ËÕÒÓ 13.12.2009

üËÚÁÍÅÎ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ! | (n−1)-ÆÏÒÍÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ M ÂÅÚ ËÒÁÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d!(x) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M.

úÁÄÁÞÁ 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ M dx ∧ dz y + z ; ÇÄÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ⊂ R^3 ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + 2xz + 4z^2 + 2yz + y^2 = 2. ðÏÑÓÎÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (ÆÏÒÍÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÁ M).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ M ⊂ R^3 | ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ËÒÁ- ÅÍ), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(x; y; z) = 0, ÇÄÅ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^3, df ≠ 0 ÎÁ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dS ÆÏÒÍÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ M, Á ÞÅÒÅÚ ˚ | ŒÅËÔÏÒ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë M. ðÕÓÔØ ! | 2-ÆÏÒÍÁ Œ R^3, É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÕÓÌÏŒÉÅÍ df ∧ ! = g dx ∧ dy ∧ dz. œÙÒÁÚÉÔÅ !|_M ÞÅÒÅÚ g, df(˚) É dS.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ G = SL_2(R) | ÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1. œŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ x^1, x^2, x^3 ÎÁ G ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

x^1(A) = a_{11}; x^2(A) = a_{12}; x^3(A) = a_{21} ÄÌÑ A = (a_{ij}) ∈ G:

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ x^1; x^2; x^3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

2) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ¸_1; ¸_2; ¸_3 ÌÅŒÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ G, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ¸_i(e) = (@=@x^i)(e). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [¸_i; ¸_j] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÏÌÅÊ ¸_1; ¸_2; ¸_3, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ i; j.

3) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !^1; !^2; !^3 ÐÒÁŒÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ G, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ !^i(e) = dx^i(e). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d!^i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÆÏÒÍ !^1 ∧ !^2, !^1 ∧ !^3, !^2 ∧ !^3, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i. 4) ðÕÓÔØ g^{¸i}_t | ÐÏÔÏËÉ ÐÏÌÅÊ ¸_i (i = 1; 2; 3). îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ g^{¸i}_t (x) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ G.

5) ðÏÌÏÖÉÍ h_{ij} = g^{¸j}_{−t}g^{¸i}_{−t}g^{¸j}_t g^{¸i}_t . îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ h_{12}(x) É h_{23}(x) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ G. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ h_{ij} (x) = g^{[¸i;¸j ]}_{t2} (x) + o(t^2) ÐÒÉ t → 0 ÄÌÑ (i; j) = (1; 2) É (i; j) = (2; 3). 6) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 1-ÆÏÒÍÕ !(x) = tr(x) !_1(x)+!_2(x). äÌÑ i = 1; 2 ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ L_{¸i} (!) ÒÁŒÎÁ f^1_i !_1 + f^2_i !_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f^1_i ; f^2_i . îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ M | ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f : M → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ f ∘ f = f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(M) | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ M.