
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 10 � 9.11.10Êëàññè�èêàöèÿ áèëèíåéíûõ �îðìÏóñòü îñíîâíîå ïîëå èìååò õàðàêòåðèñòèêó, îòëè÷íóþ îò 2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòüðàçëîæåíèÿ Âèòòà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ. Ïóñòü [V1] è [V2] � êëàññû êî-íå÷íîìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè. Îïðåäåëèì [V1] + [V2] êàêêëàññ àíèçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â ðàçëîæåíèè Âèòòà V1

⊥
⊕

V2.Ïðåäëîæåíèå 1 Êëàññû àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ òàêîé îïåðàöèåé îáðàçóþò êîììóòà-òèâíóþ ãðóïïó. Íîëü ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ïðîñòðàíñòâó. Îáðàòíûé ýëåìåíò � îáðàùå-íèþ çíàêà �îðìû.Äîêàçàòåëüñòâî: Êîììóòàòèâíîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, äîêàæåì àññîöèàòèâíîñòü. Â ñèëó åäèí-ñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ Âèòòà è òîãî, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, îáà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ [V1]+[V2]+[V3] ïðèâåäóò ê êëàññó àíèçîòðîïíîãîïîäïðîñòðàíñòâà â ðàçëîæåíèè Âèòòà V1

⊥
⊕

V2

⊥
⊕

V3.Ñ íóë¼ì âñ¼ ÿñíî èç îïðåäåëåíèÿ, ïîñìîòðèì íà îáðàòíûé ýëåìåíò. Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñ �îðìîé,çà V − îáîçíà÷èì èçîìîð�íîå V ïðîñòðàíñòâî ñ îáðàù¼ííûì çíàêîì �îðìû. Äëÿ âåêòîðà v ∈ V îáîçíà÷èì
v− åãî îáðàç â V −. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî �îðìà íà îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììå V è V − íåâûðîæäåíà, àâåêòîðû âèäà v + v− ñîñòàâÿò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè.Çíà÷èò, ýòî ïðîñòðàíñòâî ãèïåðáîëè÷åñêîå, è [V ] + [V −] = 0.Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåë¼ííàÿ âûøå ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âèòòà ïîëÿ F è îáîçíà÷àåòñÿ
W (F ).Ñëåäñòâèå 1 Âñÿêàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðî-ñòðàíñòâå îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèì îáðàçîì â ãðóïïå Âèòòà è äâóìÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñ-ëàìè: ðàçìåðíîñòüþ ÿäðà è ðàçìåðíîñòüþ ìàêñèìàëüíîãî èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, íåïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ ÿäðîì.Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïîçâîëÿåò óêàçàòü îáðàçóþùèå ýòîé ãðóïïû.Ñëåäñòâèå 2 Îáðàçóþùèìè ãðóïïû Âèòòà W (F ) ìîæíî âûáðàòü êëàññû [x] îäíîìåðíûõ ïîä-ïðîñòðàíñòâ ñ ìàòðèöåé �ðàìà (x), ãäå x ∈ F , x 6= 0. Ïðè ýòîì [x1] = [x2] òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà x1/x2 � êâàäðàò ýëåìåíòà F .Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Òîãäà W (F ) ∼= Z/2Z.Äîêàçàòåëüñòâî: Òàê êàê âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû F ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè, ó W (F ) åñòü ðîâíî îäíàîáðàçóþùàÿ [1], ïðè ýòîì −[1] = [−1] = [1].Ïðåäëîæåíèå 3 Èìååì W (R) ∼= Z.Äîêàçàòåëüñòâî: �ðóïïà W (R) ïîðîæäåíà [1] è [−1], ïðè ýòîì [−1] = −[1]. Çíà÷èò, W (R) ÿâëÿåòñÿ�àêòîðãðóïïîé Z. Êðîìå òîãî, [1] + · · · + [1] 6= 0 òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî àíèçîòðîïíî,îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 1 Ïóñòü p � ïðîñòîå. Òîãäà åñëè p èìååò âèä 4k + 1, òî W (Z/pZ) = Z/2Z × Z/2Z, àåñëè p èìååò âèä 4k + 3, òî W (Z/pZ) = Z/4Z.Äîêàçàòåëüñòâî: Íà÷í¼ì ñ p = 4k + 1, ãäå (−1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïî ìîäóëþ p. Ïóñòü x ∈ Z/pZ� íå êâàäðàò ïî ìîäóëþ p. Òîãäà âñÿêèé ýëåìåíò Z/pZ ëèáî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, ëèáî îòëè÷àåòñÿ îò xóìíîæåíèåì íà êâàäðàò. Çíà÷èò, îáðàçóþùèìè áóäóò [1] è [x].Ïðè ýòîì 2[1] = [1] + [1] ñîîòâåòñòâóåò �îðìå ñ ìàòðèöåé �ðàìà (

1 0
0 1

) Íî òàê êàê −1 ÿâëÿåòñÿêâàäðàòîì, óðàâíåíèå a2+b2 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â Z/pZ, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî èìååòñÿ èçîòðîïíûéâåêòîð. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöà �ðàìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (

0 1
1 0

), à çíà÷èò �îðìà ïðåäñòàâëÿåò



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 10 � 9.11.10íîëü ãðóïïû Âèòòà, òî åñòü 2[1] = 0. Àíàëîãè÷íî, 2[x] ñîîòâåòñòâóåò �îðìå ñ ìàòðèöåé �ðàìà (

x 0
0 x

), óêîòîðîé åñòü èçîòðîïíûé âåêòîð (òîò æå ñàìûé), çíà÷èò 2[x] = 0. Òàê êàê ãðóïïà êîììóòàòèâíà, ïîëó÷àåì,÷òî îíà èçîìîð�íà Z/2Z × Z/2Z.Òåïåðü ïóñòü p = 4k +3, òîãäà (−1) íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïî ìîäóëþ p. È äëÿ âñÿêîãî a ∈ Z/pZ ëèáî
a ëèáî −a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. Îáðàçóþùèìè çäåñü áóäóò [1] è [−1]. Ïðè ýòîì �îðìà (−1) ïîëó÷àåòñÿîáðàùåíèåì çíàêà �îðìû (1), ïîýòîìó [−1] = −[1] è ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñ îáðàçóþùåé [1].Îñòàëîñü íàéòè ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû.Ìû çíàåì, ÷òî 2[1] ñîîòâåòñòâóåò �îðìå ñ ìàòðèöåé �ðàìà (

1 0
0 1

), êîòîðàÿ áóäåò àíèçîòðîïíîé, òàêêàê íåò íåíóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a2 + b2 = 0 (èíà÷å (a/b)2 = −1). Çíà÷èò, ïîðäÿäîê ãðóïïû áîëüøå2. À �îðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 3[1] óæå íå áóäåò àíèçîòðîïíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óðàâíåíèå a2 + b2 +
c2 = 0 íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ êâàäðàòîâ a2+b2 âñåãäà ÿâëÿåòñÿêâàäðàòîì (à íå ìèíóñ êâàäðàòîì), à çíà÷èò, âñå ýëåìåíòû áûëè áû êâàäðàòàìè. Òîãäà ìàòðèöà �ðàìà ýòîé�îðìû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 



0 1 0
1 0 0
0 0 c



, ãäå c = ±1. Íî c = 1 ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿÂèòòà, çíà÷èò, c = −1 è 3[1] = [−1], òî åñòü 4[1] = 0.Ñèìïëåêòè÷åñêèå �îðìûÈíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî ñèììåòðè÷åñêèå �îðìû. �àñïðîñòðàíåíû â ïðèëîæåíèÿõ èèõ ïðîòèâîïîëîæíîñòè � ñèìïëåêòè÷åñêèå �îðìû.Îïðåäåëåíèå 2. Áèëèíåéíàÿ �îðìà íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé (symple
ti
), åñëè (v, v) = 0äëÿ âñåõ v.Ïðåäëîæåíèå 4 Äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìû âûïîëíåíî (u, v) = −(v, u). Åñëè õàðàêòåðèñòè-êà ïîëÿ îòëè÷íà îò 2, òî ýòî ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî (v, v) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (u, v) + (v, u) = (u + v, u + v) − (u, u) − (v, v). Êðîìåòîãî, åñëè (v, v) = −(v, v), òî â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2 èìååì (v, v) = 0.Äëÿ òàêèõ �îðì àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíî ÿäðî, íåâûðîæäåííîñòü, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.Òåîðåìà 2 Â ïðîñòðàíñòâå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìîé íàéä¼òñÿ áàçèñ f1, . . . , fm, e1, . . . , en,
e1, . . . , en, òàêîé ÷òî (ei, e

j) = δi,j , à çíà÷åíèå �îðìû íà äðóãèõ ïàðàõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ.Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöà �ðàìà â ýòîì áàçèñå ïðèìåò âèä 



0 0 0
0 0 E
0 −E 0



.Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè. Â ðàçìåðíîñòè 0 è 1 �îðìà çàâåäîìî íóëåâàÿ. Åñëè (u, v) =
0 äëÿ âñåõ u è v, òî �îðìà íóëåâàÿ, èíà÷å, ïóñòü (u, v) 6= 0. Òîãäà, âîçüì¼ì ïàðó íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
e = u/(u, v) è e′ = v, çíà÷åíèå �îðìû íà êîòîðûõ ðàâíî 1. Ôîðìà íà ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæä¼ííîì e è
e′ íåâûðîæäåíà è, àíàëîãè÷íî ñèììåòðè÷åñêîìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ýòîìóïîäïðîñòðàíñòâó. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â í¼ì íàéä¼òñÿ òðåáóåìûé áàçèñ. Äîïîëíÿÿ åãî äî áàçèñàâî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðàìè en+1 = e è en+1 = e′, ïîëó÷èì òðåáóåìûé áàçèñ.Óïðàæíåíèå 1 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé �îðìû íà ñâîáîäíîì ìîäóëå íàä åâêëè-äîâûì êîëüöîì ñóùåñòâóåò áàçèñ f1, . . . , fm, e1, . . . , en, e1, . . . , en, òàêîé ÷òî (ei, e

j) = δi,jλi, àçíà÷åíèå �îðìû íà äðóãèõ ïàðàõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óïðàæíåíèÿ â êà÷åñòâå ïàðû áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ óäîáíî âûáðàòü òàêèå
e è e′, ÷òî íîðìà (e, e′) � ìèíèìàëüíàÿ íåíóëåâàÿ.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 10 � 9.11.10Ýðìèòîâû �îðìûÂîçìîæíî è äðóãîå îáîáùåíèå áèëèíåéíûõ �îðì. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî áûâàåò âàæíà ïîëî-æèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü, êîãäà (v, v) > 0 äëÿ âñåõ v 6= 0, íàïðèìåð, êîãäà òðåáóåòñÿ óáåäèòüñÿ âíåâûðîæäåííîñòè ñóììû ðàçëè÷íûõ �îðì. Ýòîãî ëåãêî äîáèòüñÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,íî íåâîçìîæíî â èñõîäíîì îïðåäåëåíèè äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C. Îòîáðàæåíèå V ×V → C íàçûâàåòñÿÝðìèòîâîé �îðìîé (Hermitian form), åñëè1) (λ1u1 + λ2u2, v) = λ1(u1, v) + λ2(u2, v)2) (u, v) = (v, u).Òàêàÿ �îðìà óæå íå ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé � äëÿ íå¼ (u, v1 + v2) = (u, v1)+ (u, v2), íî (u, λv) =
λ(u, v). Ïðè ýòîì ó Ýðìèòîâîé �îðìû àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíû ìàòðèöà �ðàìà, ÿäðî, íåâûðîæ-äåííîñòü, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Òî÷íî òàêæå îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (v, v), ïðè÷¼ìòàê êàê (v, v) = (v, v), îíà ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 5 Ýðìèòîâà �îðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé.Äîêàçàòåëüñòâî: Çàìåòèì, ÷òî ℜe(u, v) = (u,v)+(v,u)

2 = (u+v,u+v)−(u,u)−(v,v)
2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿêâàäðàòè÷íîé �îðìîé. À ℑm(u, v) = −ℜe(iu, v).Òåîðåìà 3 Â ïðîñòðàíñòâå ñ ýðìèòîâîé �îðìîé ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , en, òàêîé ÷òî (ei, ej) =

0 ïðè i 6= j, à (ei, ei) ðàâíî íóëþ èëè ±1. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî íóëåé, åäèíèö è ìèíóñ åäèíèöîïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.Äîêàçàòåëüñòâî: Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âåùåñòâåííîãî ïîëÿ äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ �îðì. Ïðîâåä¼ì èí-äóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè. Åñëè �îðìà íå íóëåâàÿ, íàéä¼òñÿ âåêòîð v, òàêîé ÷òî (v, v) 6= 0, óìíîæàÿ åãîíà ñêàëÿð, ïîëó÷èì (v, v) = ±1. Ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê îðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ, èäîáàâèì v ê ýòîìó áàçèñó.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî íóëåé íà äèàãîíàëè ñîîòâåòñòâóåò ðàç-ìåðíîñòè ÿäðà, êîëè÷åñòâî åäèíèö � ìàêñèìàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, äëÿ êîòîðîãî (v, v) > 0 ïðè v 6= 0,ìèíóñ åäèíèö � ìàêñèìàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, äëÿ êîòîðîãî (v, v) < 0 ïðè v 6= 0.


