
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 3 � 21.09.10Åâêëèäîâû ÊîëüöàÎïðåäåëåíèå 1. Öåëîñòíîå êîëüöî K íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè íà í¼ì åñòü åâêëèäîâàíîðìà v : K\0 → N, òàêàÿ ÷òî v(ab) = v(a)v(b) (äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì v(0) = 0), è èìååòñÿäåëåíèå ñ îñòàòêîì: äëÿ êàæäîãî a; b ∈ K, b 6= 0, íàéäåòñÿ s; r ∈ K, òàêèå ÷òîa = bs + r; v(r) < v(b):Ïðèìåð. Ñëåäóþùèå êîëüöà åâêëèäîâû:ëþáîå ïîëå F , v(a) = 1 äëÿ âñåõ a 6= 0;êîëüöî Z, v(n) = |n|;êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ F [x℄, v(P ) = 2deg(P );êîëüöî �îðìàëüíûõ ðÿäîâ F [[x℄℄, v(F ) = 2ord(F );êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Zp, v(pka) = pk äëÿ a íå êðàòíîãî p.Ïðåäëîæåíèå 1 �àâåíñòâî v(x) = 1 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x îáðàòèì.Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè v(x) = 1, òî äåëåíèå ñ îñòàòêîì äà¼ò 1 = bx+ r ñ v(r) = 0, îòêóäà r = 0è b � îáðàòíûé ê x.Íàîáîðîò, çàìåòèì, ÷òî 0 6= v(1) = v(1)v(1), îòêóäà v(1) = 1. Òîãäà èç xb = 1 ñëåäóåòv(x)v(b) = v(1) = 1, çíà÷èò, v(x) = v(b) = 1.Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a ∼ b, åñëè a|b è b|a, òî åñòü a=b � îáðàòèìûéýëåìåíò K.Òîãäà ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè � ïîëóãðóïïà ïî óìíîæåíèþ, ÷àñòè÷íî óïî-ðÿäî÷åííàÿ ïî îòíîøåíèþ äåëèìîñòè. Íîðìà v ïîñòîÿííà íà ýòèõ êëàññàõ.Îïðåäåëåíèå 3. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a; b) � êëàññ îáùèõ äåëèòåëåé a è b ñíàèáîëüøåé íîðìîé.Ïðåäëîæåíèå 2 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åäèíñòâåíåí è äåëèòñÿ íà ëþáîé îáùèéäåëèòåëü.Äîêàçàòåëüñòâî: Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèâåä¼ííîãî íèæå àëãîðèòìà Åâêëèäà äåëèòëþáîé îáùèé äåëèòåëü.Ïóñòü a1 = a, a2 = b. ×òîáû ïîëó÷èòü an+1 ðàçäåëèì an−1 íà an ñ îñòàòêîì:(1) an−1 = ansn−1 + an+1:Òàê êàê v(an+1) < v(an), ðàíî èëè ïîçäíî ïîëó÷èì ak+1 = 0. Òîãäà ak áóäåò îáùèì äåëèòåëåìâñåõ an (âêëþ÷àÿ a è b), ïðè÷¼ì ëþáîé îáùèé äåëèòåëü a è b äåëèòñÿ íà íåãî. Òåì ñàìûì, âêà÷åñòâå (a; b) ñëåäóåò âçÿòü êëàññ ak.Àëãîðèòì Åâêëèäà ðîäñòâåíåí ðàçëîæåíèþ â öåïíóþ äðîáü â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Íî-ðìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà êîëüöî ÷àñòíûõ (ñî çíà÷åíèÿìè â Q) ïî ïðà-âèëó v(a=b) = v(a)=v(b). Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ñòðîèò âçÿòèå öåëîé ÷àñòè â êîëüöå ÷àñòíûõx = [x℄ + {x}, ãäå [x℄ ∈ K, v({x}) < 1. Çàìåòèì, ÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ [an=an+1℄ = sn,
{an=an+1} = an+2=an+1, à çíà÷èòab = 〈s1; : : : ; sk−1〉 = s1 + 1s2 + 1s3 + 1: : : sk−1



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 3 � 21.09.10Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòè÷íûå öåïíûå äðîáè pn=qn = 〈s1; : : : ; sn〉 ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè ïðèáë-èæåíèÿìè èñõîäíîé äðîáè.Óïðàæíåíèå 1 Äîêàæèòå, ÷òî pn=qn − pn−1=qn−1 = (−1)n=qnqn−1.Ïðåäëîæåíèå 3 Óðàâíåíèå ax+by = 
 èìååò ðåøåíèå â K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
 äåëèòñÿ íà (a; b).Äîêàçàòåëüñòâî: ßñíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðåøåíèÿ 
 äåëèòñÿ íà (a; b). Íàîáîðîò, äîñòàòî÷íî íà-éòè ðåøåíèå äëÿ 
 = ak èç àëãîðèòìà Åâêëèäà, â îáùåì ñëó÷àå x è y äîñòàòî÷íî áóäåò óìíîæèòüíà 
=(a; b). Â êà÷åñòâå òàêîâîãî äîñòà÷î÷íî âÿçòü x = (−1)k−1qk−2, y = (−1)kpk−2.Íàéä¼ì îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü (x0; y0) è (x1; y1) � äâà ðåøåíèÿ, òîãäàäëÿ x+ = x1 − x0, y+ = y1 − y0 âûïîëíåíî ax+ + by+ = 0. Ïîäåëèâ ëåâóþ ÷àñòü íà ïðåäñ-òàâèòåëü (a; b), ìîæíî ñâåä¼ì çàäà÷ó ê ñëó÷àþ 1 ∈ (a; b) (òàêèå a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíîïðîñòûìè). Òåïåðü îáùèé âèä ðåøåíèÿx = x0 + kb=(a; b); y = y0 − ka=(a; b)ëåãêî ïîëó÷èòü èç ñëåäóþùåé ëåììû.Ëåììà 1 Åñëè 1 ∈ (a; b) è b|ax, òî b|x.Äîêàçàòåëüñòâî: Ìû çíàåì, ÷òî íàéäóòñÿ � è �, òàêèå ÷òî �a+�b = 1. Óìíîæàÿ íà x, ïîëó÷èìx = �ax+ �bx, ïðè÷¼ì îáà ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè äåëÿòñÿ íà b.Óïðàæíåíèå 2 Êîãäà óðàâíåíèå a1x1+a2x2+· · ·+anxn = 
 èìååò ðåøåíèå? Ïðèäóìàéòåàëãîðèòì ïîèñêà åãî ðåøåíèé.Îïðåäåëåíèå 4. Ýëåìåíò p ∈ K íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íå ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâå-äåíèå íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.Îïðåäåëåíèå 5. Öåëîñòíîå êîëüöî K íàçûâàåòñÿ �àêòîðèàëüíûì, åñëè êëàññ êàæäîãîýëåìåíòà îäíîçíà÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé.Òåîðåìà 1 Âñÿêîå åâêëèäîâî êîëüöî �àêòîðèàëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî: Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñóùåñòâóåò.Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî v(x). Ïðè v(x) = 1 ìû çíàåì, ÷òî x � îáðàòèì. Òåïåðü ïóñòü x íå ïðîñòîé,çíà÷èò x = x1x2, ãäå 1 < v(xi) < v(x). Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè xi ðàçëàãàþòñÿ âïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ñíîâà ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî v(x). Çàìåòèì, ÷òî äëÿïðîñòûõ p è q ëèáî 1 ∈ (p; q), ëèáî p ∼ q. Åñëè x = p1 : : : pn = q1 : : : qm, òî ïî Ëåììå 1 îäèí èç qiäåëèòñÿ íà p1, çíà÷èò, qi ∼ p1. Ñîêðàùàÿ ðàâåíñòâî íà p1, ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè,ëåãêî çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Èíîãäà â êàæäîì êëàññå ìîæíî âûáðàòü åñòåñòâåííûé ïðåäñòàâèòåëü. Ýòî óïðîùàåò�îðìóëèðîâêó òåîðåìû.Ñëåäñòâèå 1 Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñò-ûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü F � ïîëå. Òîãäà âñÿêèé ìíîãî÷ëåí èç F [x℄ ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíò-îì åäèíèöà îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåðàçëîæèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñòàðøèìêîý��èöèåíòîì åäèíèöà.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 3 � 21.09.10Ïðåäëîæåíèå 4 Åñëè a � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (x), òî P (x) äåëèòñÿ íà x− a.Äîêàçàòåëüñòâî: Îñòàòîê ïðè äåëåíèè P (x) íà x− a ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ïîäñòàâëÿÿ x = a,ïîëó÷èì, ÷òî îñòàòîê ðàâåí P (a).Ñëåäñòâèå 3 Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí èç C[x℄ ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.Óïðàæíåíèå 3 Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí èç R[x℄ ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûåìíîæèòåëè.Ñëåäñòâèå 4 Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä ïîëåì èìååò íå áîëåå n êîðíåé.Ëåììà 2 Ïóñòü x è y � ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïîðÿäêà k è l, ïðè÷¼ì k è l� âçàèìíî-ïðîñòû. Òîãäà xy èìååò ïîðÿäîê kl.Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè (xy)kl = 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè xa = yb = z, òîïîðÿäîê z ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì k è l, ñëåäîâàòåëüíî z = 1. Òåì ñàìûì, åñëè (xy)m = 1, òîm êðàòíî k è l, à çíà÷èò è kl.Òåîðåìà 2 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ � öèêëè÷åñêàÿ.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ ðàâåí n. �àçëîæèì n íàïðîñòûå ìíîæèòåëè n = pd11 : : : pdmm . Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêàpdii , à çíà÷èò ïî Ëåììå è ïîðÿäêà n. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ýëåìåíò ïîðÿäêà kpdii è âîçâåñòèåãî â ñòåïåíü k.Ïðåäïîëîæèì òàêîãî ýëåìåíòà íåò, òîãäà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîðÿäîê âñÿêîãî ýëåìåíòàäåëèò n, íî íå äåëèòñÿ íà pdii , çíà÷èò, îí äåëèò n=p. Íî òîãäà â ïîëå èìååòñÿ n êîðíåé óðàâíåíèÿxn=p − 1 = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.Íî íå âñÿêîå êîëüöî �àêòîðèàëüíî.Ïðèìåð. Êîëüöî Z[√−3℄, ñîñòàâëåííîå ÷èñëàìè âèäà a+ b√−3, ãäå a; b ∈ Z, íå ÿâëÿåòñÿ�àêòîðèàëüíûì: 4 = 2 · 2 = (1−√
−3) · (1 +√

−3):×èñëà 2 è 1±√
−3 ïðîñòû ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Ïîëîæèì N(z) = zz äëÿ z ∈ Z[√−3℄ ⊂

C. Òîãäà N(z) � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, N(z1z2) = N(z1)N(z2) è N(z) = 1 òîëüêîäëÿ îáðàòèìûõ z = ±1. Çàìåòèì, ÷òî N(2) = N(1 ±
√
−3) = 4 è N(z) íå ïðèíèìàåòçíà÷åíèå 2. Íî çíà÷åíèå N íà ïðîñòûõ äåëèòåëÿõ ýòèõ ÷èñåë äîëæíî áûòü äåëèòåëåì÷èñëà 4, îòêóäà ýòè ÷èñëà ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.


