
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 4 � 28.09.10Èäåàëû êîììóòàòèâíûõ êîëåöÂ ðàìêàõ ýòîé ëåêöèè âñå êîëüöà ïðåäïîëàãàþòñÿ êîììóòàòèâíûìè ñ åäèíèöåé. Íåêî-ììóòàòèâíûé ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f : K1 → K2 � îòîáðàæåíèå êîëåö.ßäðî (kernel) îòîáðàæåíèÿ f � ìíîæåñòâî Ker(f) = {x ∈ K1|f(x) = 0} ⊂ K1.Îáðàç (image) îòîáðàæåíèÿ f � ìíîæåñòâî Im(f) = {f(x) ∈ K2|x ∈ K1} ⊂ K2 .ßñíî, ÷òî ÿäðî è îáðàç � ïîäêîëüöà. Ïðè ýòîì ëþáîå ïîäêîëüöî ìîæåò áûòü îáðàçîìîòîáðàæåíèÿ (âëîæåíèÿ ïîäêîëüöà â êîëüöî), íî ÿäðî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äîïîëíèòåë-üíûìè ñâîéñòâàìè.Îïðåäåëåíèå 2. Èäåàë I ⊂ K � ïîäìíîæåñòâî ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) I � ïîäãðóïïà ïî ñëîæåíèþ ( äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè a; b ∈ I, òî a− b ∈ I),2) åñëè a ∈ I, x ∈ K, òî ax ∈ I.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü I ⊂ K � èäåàë. Ôàêòîðêîëüöî K=I (quotient ring) � êîëüöîêëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâ K ïî îòíîøåíèþ x ∼ y, åñëè x− y ∈ I.Êîððåêòíîñòü ñëîæåíèÿ ïðè ýòîì ñëåäóåò èç àêñèîìû 1) îïðåäåëåíèÿ èäåàëà, êîððåê-òíîñòü óìíîæåíèÿ � èç àêñèîìû 2). Àêñèîìû êîëüöà íàñëåäóþòñÿ äëÿ �àêòîðêîëüöà èçèñõîäíîãî êîëüöà.Ïðè ýòîì ëþáîé èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè K → K=I, ñîïîñòàâ-ëÿþùåé êàæäîìó ýëåìåíòó åãî êëàññ.Ïðèìåð. Êîëüöî Z=nZ ÿâëÿåòñÿ �àêòîðêîëüöîì Z ïî èäåàëó nZ.Çàìåòèì, ÷òî èäåàëû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíû ïî âëîæåíèþ.Îïðåäåëåíèå 4. Èäåàë, íå ñîâïàäàþùèé ñî âñåì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì. Ìàê-ñèìàëüíûé ïî âëîæåíèþ ñðåäè ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå áóäåò âñòðå÷àòüñÿ äîâîëüíî ÷àñòî äëÿ ðàçíûõ îáúåêòîâ.Îïðåäåëåíèå 5. Èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì X � ìèíèìàëüíûé (ïî âëîæåíèþ)èäåàë, ñîäåðæàùèé M .ßñíî, ÷òî â íàøåé îáùíîñòè êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé òàêîé èäåàë ñîñòîèò èçýëåìåíòîâ âèäà x1a1 + · · ·+ xmam, ãäå ai ∈ X, xi;∈ K.Ïðåäëîæåíèå 1 Èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì X ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Óðàâ-íåíèå a1x1 + · · ·+ anxn = 
 ðàçðåøèìî â êîëüöå K òîãäà è òîëüêî òîãäà 
 ïðèíàäëåæèòèäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó a1; : : : ; an.Îïðåäåëåíèå 6. Èäåàë, ïîðîæä¼ííûé êîíå÷íûì íàáîðîì ýëåìåíòîâ a1; : : : ; an, áóäåìíàçûâàòü êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì è îáîçíà÷àòü (a1; : : : ; an). Èäåàë (a), ïîðîæäåííûé îäíèìýëåìåíòîì, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.Ïðåäëîæåíèå 2 Â åâêëèäîâîì êîëüöå âñÿêèé èäåàë ãëàâíûé.Äîêàçàòåëüñòâî: �àññìîòðèì íåíóëåâîé ýëåìåíò èäåàëà ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé. Òîãäà âñÿêèéäðóãîé ýëåìåíò èäåàëà íà íåãî äåëèòñÿ ñ íóëåâûì îñòàòêîì.Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå êîëüöà íå åâêëèäîâû.Óïðàæíåíèå 1 Äîêàæèòå, ÷òî èäåàë (x; y) ⊂ C[x; y℄ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.Òåì íå ìåíåå, êîëüöî C[x; y℄ �àêòîðèàëüíî. Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü êîëüöî K �àêòîðèàë-üíî. Òîãäà â í¼ì îïðåäåëåíû íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîåëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ: äëÿ ýòîãî ó êàæäîãî ïðîñòîãî ìíîæèòåëÿ áåð¼òñÿñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü è ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ïðîèçâå-äåíèÿ ýòèõ ñòåïåíåé. Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì 1 òàêæå êëàññîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ðàçíî÷òåíèÿì.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 4 � 28.09.10Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü P ∈ K[x℄. Îïðåäåëèì ñîäåðæàíèå ìíîãî÷ëåíà 
nt(P ) êàê íàèáî-ëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîý��èöèåíòîâ P .Ëåììà 1 Åñëè P ïðîñò â K[x℄, òî ëèáî 
nt(P ) = 1, ëèáî degP = 0.Äîêàçàòåëüñòâî: Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâèì ïðîèçâåäåíèåì íåîáðàòèìîé êî-íñòàíòû è ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.Ëåììà 2 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 
nt(PQ) = 
nt(P ) · 
nt(Q).Äîêàçàòåëüñòâî: ßñíî, ÷òî 
nt(PQ) äåëèòñÿ íà 
nt(P ) · 
nt(Q). Ñîêðàùàÿ íà îáùèå äåëèòåëè,äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ 
nt(P ) = 
nt(Q) = 1. Ïðåäïîëîæèì, 
nt(PQ) ñîäåðæèòêëàññ ýëåìåíòà n 6= 1, ïóñòü p � ïðîñòîé äåëèòåëü n. Òîãäà ïóñòü ai � ïåðâûé êîý��èöèåíòP (x) = anxn+ · · ·+ a0, íå äåëÿùèéñÿ íà p (òî åñòü p|ak ïðè k < i), àíàëîãè÷íî ïóñòü bj � ïåðâûéêîý��èöèåíò Q(x), íå äåëÿùèéñÿ íà p. Òîãäà i + j�òûé êîý��èöèåíò PQ íå äåëèòñÿ íà p, ÷òîïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.Êëþ÷åâîé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà �àêòîðèàëüíîñòè K[x℄ � ïåðåõîä îò K[x℄ ê áîë-üøåìó êîëüöó F (K)[x℄, ãäå F (K) � ïîëå ÷àñòíûõ K. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàçðåøàåìäåëèòü ìíîãî÷ëåíû íà ýëåìåíòû K.Ëåììà 3 Åñëè P ∈ K[x℄ ïðîñò, deg(P ) > 0, òî P ïðîñò è â F (K)[x℄.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, P = R1R2 â F (K)[x℄, ãäå deg(Ri) > 1, i = 1; 2. Òîãäà Ri = mini Pi,ãäå Pi ∈ K[x℄ è 
nt(Pi) = 1. Çíà÷èò, â K[x℄ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî n1n2P = m1m2P1P2. Ñðàâíèâàÿñîäåðæàíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïî Ëåììå 2, ïîëó÷èì n1n2 ∼ m1m2 è P îòëè÷àåòñÿ îò P1P2 íàîáðàòèìûé ìíîæèòåëü.Òåîðåìà 1 Åñëè êîëüöî K �àêòîðèàëüíî, òî è K[x℄ �àêòîðèàëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî: Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè àíàëîãè÷íî åâêëèäîâ-îìó ñëó÷àþ, èñïîëüçóÿ ïîíèæåíèå ñòåïåíè èëè ñîäåðæàíèÿ. Êðîìå òîãî, ïî Ëåììå 1 è Ëåììå 2ýòî ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä P = p1 : : : ps · P1 : : : Pn, ãäå pi ∈ K, p1 : : : ps ýêâèâàëåíòíî 
nt(P ), èdeg(Pi) > 0, 
nt(Pi) = 1. Â ñèëó �àêòîðèàëüíîñòè K êëàññû pi îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ïîýòîìóäîñòàòî÷íî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 
nt(P ) = 1.Ïóñòü òàêîé P ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â K[x℄ äâóìÿ ñïîñîáàìè, òî åñòü P =P1 : : : Pn = Q1 : : : Qm ãäå Pi; Qi ∈ K[x℄ � ïðîñòûå ýëåìåíòû íåíóëåâîé ñòåïåíè. Äîêàæåì, ÷òî îíèýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.Âñïîìíèì, ÷òî F (K)[x℄ �àêòîðèàëüíî, çíà÷èò ïî Ëåììå 3 âûïîëíåíî m = n è Qi îòëè÷àþòñÿîò ñîîòâåòñòâóþùèõ Pj ìíîæèòåëÿìè èç F (K), òî åñòü pQi = qPj , ãäå p; q ∈ K. Íî òàê êàê
nt(Pj) = 
nt(Qi) = 1, èìååì p ∼ q â K è Qi ∼ Pj â K[x℄.Ñëåäñòâèå 1 Åñëè K �àêòîðèàëüíî, òî K[x1; : : : ; xn℄ òîæå �àêòîðèàëüíî.Îïðåäåëåíèå 8. Ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ I1 ∩ I2 � ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ.Ñóììà èäåàëîâ I1 + I2 � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé I1 ∪ I2. Îí ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ a + b,ãäå a ∈ I1, b ∈ I2.Ïðîèçâåäåíèå èäåàëîâ I1I2 � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè ab, ãäå a ∈ I1, b ∈ I2.Óïðàæíåíèå 2 Èäåàëû ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðàçóþò ïîëóêîëüöî.Óïðàæíåíèå 3 Â åâêëèäîâîì êîëüöå ñóììà èäåàëîâ ñîîòâåòñòâóåò ÍÎÄ îáðàçóþùèõ,ïðîèçâåäåíèå � ïðîèçâåäåíèþ, ïåðåñå÷åíèå � ÍÎÊ.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 4 � 28.09.10Îïðåäåëåíèå 9. Îïðåäåëèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîëåö/ãðóïï K1×K2 êàê ìíîæåñòâîïàð (a; b), a ∈ K1, b ∈ K2 ñ îïåðàöèÿìè(a; b) + (a′; b′) = (a + a′; b+ b′); (a; b) · (a′; b′) = (a · a′; b · b′):Ïðåäëîæåíèå 3 Ïóñòü K � êîììóòàòèâíî, I1; I2 ⊂ K � èäåàëû. Ïóñòü I1 + I2 = K,òîãäà K=(I1 ∩ I2) ∼= K=I1 ×K=I2.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïàðà åñòåñòâåííûõ ïðîåêöèé çàäà¼ò îòîáðàæåíèå K → K=I1 × K=I2. ßäðîýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ I1 ∩ I2. À ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå � íàëîæåíèå,äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå r + x = s + y îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x ∈ I1 è y ∈ I2 ïðèïðîèçâîëüíûõ r; s ∈ K, ÷òî âîçìîæíî â ñèëó I1 + I2 = K.Ñëåäñòâèå 2 Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ Ïóñòü K åâêëèäîâî, a; b ∈ K âçàèìíîïðîñòû. Òîãäà K=abK ∼= K=aK ×K=bK.Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Èäåàë I íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëèîí îòëè÷åí îò íóëÿ è K, è èç ab ∈ I ñëåäóåò a ∈ I èëè b ∈ I.Óïðàæíåíèå 4 Èäåàë ïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà �àêòîðêîëüöî íå èìååò äåëèòåëåéíóëÿ.Ïðèìåð. �àññìîòðèì êîëüöî K = Z[√−5℄. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ �àêòîðèàëüíûì òàê êàê6 = 2 · 3 = (1−√
−5)(1−√

−5);è ïðîñòîòà ýòèõ ñîìíîæèòåëåé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèåì êîìïëåêñíîé íî-ðìû. Íî ïðè ýòîì(2) = (2; 1 +√
−5)(2; 1−√

−5); (3) = (3; 1 +√
−5)(3; 1−√

−5);è èäåàë (6) ðàçëîæèëñÿ â ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷åòûð¼õ ïðîñòûõ èäåàëîâ.Îïðåäåëåíèå 11. Öåëîñòíîå êîëüöî, â êîòîðîì èäåàëû îäíîçíà÷íî ðàñïàäàþòñÿ â ïðîèç-âåäåíèå ïðîñòûõ, íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâûì.Ïðèìåð. Êîëüöî K = Z[√−3℄ íå ÿâëÿåòñÿ íè �àêòîðèàëüíûì, íè äåäåêèíäîâûì, òàê êàêèäåàë (2) ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â èäåàëå (2; 1+√
−3) è íå ÿâëÿåòñÿ åãî ñòåïåíüþ. Òåì íå ìåíåå,äîáàâëåíèå ÷èñåë âèäå (a+ b√−3)=2 ñ íå÷¼òíûìè a è b äåëàåò ýòî êîëüöî åâêëèäîâûì.Ïðåäëîæåíèå 4 Âñÿêîå ïðîñòîå ïîëå èçîìîð�íî Q èëè Z=pZ äëÿ ïðîñòîãî p ∈ N.Äîêàçàòåëüñòâî: �àññìàòðèâàÿ ýëåìåíòû ±(1+ · · ·+1), ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå êîëåö � : Z → F .Òàê êàê â F íåò äåëèòåëåé íóëÿ, ëèáî ÿäðî � ðàâíî íóëþ, ëèáî îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîìâ Z. Â ïåðâîì ñëó÷àå � ïðîäîëæàåòñÿ äî âëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ ÷àñòíûõ Q â F , âîâòîðîì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Z=pZ â F . Â ñèëó ïðîñòîòû F , ýòî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿèçîìîð�èçìîì.Îïðåäåëåíèå 12. Õàðàêòåðèñòèêà (
hara
teristi
) ïîëÿ � öåëîå ÷èñëî, ïîëàãàåìîå ðàâ-íûì íóëþ, åñëè ïðîñòîå ïîäïîëå èçîìîð�íî Z, è ðàâíûì p, åñëè îíî èçîìîð�íî Z=pZ.


