
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 5 � 5.10.10Èäåàëû è ÌîäóëèÎïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Èäåàë I íàçûâàåòñÿ ìàê-ñèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì áîëüøåì èäåàëå, êðîìå ñàìîãî êîëüöà.Ïðåäëîæåíèå 1 Èäåàë I ìàêñèìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �àêòîðêîëüöî K=Iÿâëÿåòñÿ ïîëåì.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî âñÿêèé íåíóëåâîé èäåàë â í¼ì ñîäåðæèò åäèíèöó,à çíà÷èò ñîâïàäàåò ñî âñåì ïîëåì. Ïóñòü èäåàë I ⊂ K ñîäåðæèòñÿ â èäåàëå I ′, òîãäà I ′=I áóäåòèäåàëîì â K=I, çíà÷èò, åñëè K=I � ïîëå, òî I ′ = I èëè I ′ = K.Íàîáîðîò, ïóñòü òåïåðü I � ìàñêèìàëüíûé èäåàë, äîêàæåì, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò x 6∈ I îáðàòèìïî ìîäóëþ I. Çàìåòèì, ÷òî èäåàë I + (x) ñîäåðæèò I è íå ñîâïàäàåò ñ I. Çíà÷èò, îí ðàâåí K è,òåì ñàìûì, ñîäåðæèò åäèíèöó. Òî åñòü íàéä¼òñÿ y, òàêîé ÷òî xy − 1 ∈ I, ÷òî è òðåáóåòñÿ.Ïðèìåð. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí x2 + 1 íåðàçëîæèì â R[x℄, èäåàë (x2 + 1)R[x℄ ÿâëÿåòñÿ ìàê-ñèìàëüíûì, è R[x℄=(x2 + 1)R[x℄ èçîìîð�íî ïîëþ C.Îïðåäåëåíèå 2. Öåëîñòíîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè âñÿêèéèäåàë â í¼ì ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì (ïîðîæä¼í îäíèì ýëåìåíòîì).Ëåììà 1 Â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà èäåàëîâ I1 ( I2 ( : : :êîíå÷íà (êîëüöà ñ ýòèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò í¼òåðîâûìè).Äîêàçàòåëüñòâî: Îáúåäèíåíèå ýòîé öåïî÷êè òîæå áóäåò èäåàëîì, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäüïîðîæä¼í ýëåìåíòîì x. Íî âñÿêèé ýëåìåíò îáúåäèíåíèÿ ïðèíàäëåæèò Ik äëÿ íåêîòîðîãî k, â òîì÷èñëå è x. Ýòîò Ik è áóäåò ïîñëåäíèì â öåïî÷êå.Òåîðåìà 1 Âñÿêîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ �àêòîðèàëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî: Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âñÿêèé ýëåìåíò ëèáî ïðîñò, ëèáî ðàçëàãà-åòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Áóäåì ðàçëàãàòü èõ äàëüøå, îçàáîòèâøèñü ëèøüâîïðîñîì, ïî÷åìó òàêàÿ ïðîöåäóðà ðàíî èëè ïîçäíî îñòàíîâèòñÿ.Äåëèìîñòü ñîîòâåòñòâóåò âëîæåíèþ èäåàëîâ, ïîýòîìó ïî Ëåììå 1 íåâîçìîæíî áåñêîíå÷íîäåëèòü ýëåìåíò íàøåãî êîëüöà íà íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ çàâåðøèòñÿçà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè àíàëîãè÷íî åâêëèäîâîìó ñëó÷àþ. Â êîëüöàõ ãëàâíûõ èäåàëîâòîæå îïðåäåë¼í íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Äëÿ ýëåìåíòîâ a; b ∈ K ðàññìîòðèì èäåàë aK+bK,ïóñòü îí ïîðîæä¼í ýëåìåíòîì (a; b) (òàêîé ýëåìåíò îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íàîáðàòèìûé). Òîãäà (a; b) ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì a è b, è êðîìå òîãî âñÿêèé îáùèé äåëèòåëüa è b äåëèò (a; b). Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò u è v, òàêèå ÷òî (a; b) = au+ bv.Îòñþäà âûòåêàåò ëåììà î òîì, ÷òî åñëè a|b
 è (a; b) = 1, òî a|
, äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâîïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ åâêëèäîâîãî êîëüöà.Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ äèî�àíòîâûõ óðàâíåíèé âèäà

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a11x1 + · · ·+ a1nxn = 
1a21x1 + · · ·+ a2nxn = 
2: : :am1x1 + · · ·+ amnxn = 
mÑâåä¼ì ýòó çàäà÷ó ê áîëåå ïðîñòîé. Äëÿ ýòîãî ìû ìîæåì ïåðåõîäèòü ê ðàâíîñèëü-íûì ñèñòåìàì, ïåðåñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ, à òàêæå ïðèáàâëÿÿ ê îäíîìó èç óðàâíåíèé äðóãîå,óìíîæåííîå íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîëüöà. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè ïåðå-ìåííûå è çàìåíÿòü xi íà xi + kxj, íå çàáûâ ïîòîì âåðíóòüñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 5 � 5.10.10Êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ìàòðèöåé âèäà 



a11 : : : a1n: : : : : : : : :am1 : : : amn ; ïðèìåíÿÿ êýòîé ìàòðèöå îïèñàííûå âûøå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïîïðîáóåìïðèâåñòè å¼ ê óäîáíîìó äëÿ ðåøåíèÿ âèäó.Òåîðåìà 2 Ïóñòü êîëüöî K åâêëèäîâî. Òîãäà âñÿêóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ýëå-ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ê íîðìàëüíîé �îðìå Ñìèòà: ìàòðèöåDiag(a1; a2; : : : ) ñ íóëÿìè âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè è ÷èñëàìè a1; a2; : : : íà íåé, òàêèõ ÷òîai|ai+1 äëÿ i = 1; 2; : : : .Äîêàçàòåëüñòâî: Îïðåäåëèì íîðìó ìàòðèöû êàê ìèíèìóì íîðì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. ×òîáûóáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìûé íèæå àëãîðèòì çàêîí÷èòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, áóäåì íàêàæäîì ñîäåðæàòåëüíîì øàãå óìåíüøàòü ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ ïåðåíåñ¼ì íåíóëåâîé ýëåìåíò ñìèíèìàëüíîé íîðìîé â ëåâûé âåðõíèé óãîë, òåïåðü îí íàçûâàåòñÿ a11. Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå åñòüýëåìåíò, íå äåëÿùèéñÿ íà a11, òî ïðåîáðàçîâàíèåì ñòîëáöîâ ìîæåì ïîëó÷èòü îñòàòîê ïðè äåëåíèèíà a11, óìåíüøàÿ òåì ñàìûì íîðìó ìàòðèöû. Ñíîâà ïåðåíåñ¼ì ýëåìåíò ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé âëåâûé âåðõíèé óãîë. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì è ñ ïåðâûì ñòîëáöîì.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì a11|a1j è a11|ai1 äëÿ âñåõ 1 6 i 6 m è 1 6 j 6 n, ïðè÷¼ì a11 ïî-ïðåæíåìóýëåìåíò ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé. Òåïåðü, âû÷èòàÿ èç j-òîãî ñòîëáöà a1j=a11 äëÿ j = 2 : : : n, çàòåìâû÷èòàÿ èç j-òîé ñòðîêè ai1=a11 äëÿ i = 2 : : : m, ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûìýëåìåíòîì a11 â ïåðâîì ñòîëáöå è ñòðîêå. Íîðìà ïðè ýòîì íå óâåëè÷èòñÿ. Åñëè îíà óìåíüøèëàñü,ïîâòîðèì ïðîöåäóðó ñ íà÷àëà. �àíî èëè ïîçäíî ïîëó÷èì ìàòðèöó, â êîòîðîé ýëåìåíò a11 èìååòìèíèìàëüíóþ íîðìó è ai1 = a1j = 0 äëÿ i; j > 1.Òåïåðü ïóñòü íåêîòîðûé ýëåìåíò aij íå äåëèòñÿ íà a11. Òîãäà, ïðèáàâëÿÿ i-òîþ ñòðîêó ê ïåð-âîé, ïîëó÷èì ýòè äâà ýëåìåíòà â îäíîé ñòðîêå, ïîñëå ÷åãî óìåíüøèì íîðìó ìàòðèöû. Ïîâòîðÿÿñ ñàìîãî íà÷àëà, ïîëó÷èì ìàòðèöó, â êîòîðîé ýëåìåíò a11 èìååò ìèíèìàëüíóþ íîðìó, âñå ýëå-ìåíòû ìàòðèöû äåëÿòñÿ íà a11 è ai1 = a1j = 0 äëÿ i; j > 1. Ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñìàòðèöåé, ñîñòàâëåííîé èç îñòàëüíûõ (âòîðûõ è äàëåå) ñòðîê è ñòîëáöîâ, è òàê äàëåå, ïîëó÷èìíîðìàëüíóþ �îðìó Ñìèòà.Íà ñàìîì äåëå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ � óìíîæåíèå ñëåâà èñïðàâà íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó. Ëþáîå òàêîå óìíîæåíèå ïåðåâîäèò ñèñòåìó â ðàâíîñèëüí-óþ. Ýòî ïîçâîëÿåò íåìíîãî îáîáùèòü òåîðåìó.Óïðàæíåíèå 1 Ïóñòü K � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèåì ñëå-âà è ñïðàâà íà îáðàòèìûå ìàòðèöû ìîæíî ïðèâåñòè ëþáóþ ìàòðèöó ê íîðìàëüíîé�îðìå Ñìèòà.Òåì ñàìûì, âîïðîñ î ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó äåëèìîñòè.íåêîììóòàòèâíûé ñëó÷àéÎïðåäåëåíèå 3. Äâóñòîðîííèé èäåàë I ⊂ K � ïîäìíîæåñòâî ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñò-âàìè:1) I � ïîäãðóïïà ïî ñëîæåíèþ ( äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè a; b ∈ I, òî a− b ∈ I),2) åñëè a ∈ I, x ∈ K, òî xa ∈ I,3) åñëè a ∈ I, x ∈ K, ax ∈ I.Îïðåäåëåíèå 4. Ïîäìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû àêñèîìû 1) è 2), íàçûâàåòñÿëåâûì (left) èäåàëîì, ïîäìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû àêñèîìû 1) è 3), íàçûâàåòñÿïðàâûì (right) èäåàëîì.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 5 � 5.10.10Åñëè K êîììóòàòèâíî, íèêàêîé ðàçíèöû ìåæäó ïðàâûì, ëåâûì è äâóñòîðîííèì èäå-àëîì íåò, àêñèîìû 2) è 3) ðàâíîñèëüíû.Çäåñü çàäà÷à î ÿäðàõ îòîáðàæåíèé è î ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåþò ðàç-íûå îòâåòû. Ôàêòîðèçîâàòü êîëüöî ìîæíî àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ïî äâóñòîðîííèì èäåà-ëàì, à â çàäà÷å ïðî óðàâíåíèÿ âîçíèêàåò ïðàâûé èäåàë. Òåì íå ìåíåå, ìíîæåñòâî êëàññîâýêâèâàëåíòíîñòè ïî îäíîñòîðîííåìó èäåàëó îáëàäàåò ðÿäîì ïðèìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ.Îïðåäåëåíèå 5. M � ëåâûé ìîäóëü (left module) íàä êîëüöîì ñ åäèíèöåé K, åñëè M �àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ è K äåéñòâóåò íà M �óìíîæåíèåì�, òàê ÷òî âûïîëíåíî1) Ëèíåéíîñòü - 1: a(m1 ±m2) = am1 ± am2, a ∈ K, m1; m2 ∈ M .2) Ëèíåéíîñòü - 2: (a1 ± a2)m = a1m± a2m, a1; a2 ∈ K, m ∈ M .3) Àññîöèàòèâíîñòü: (ab)m = a(bm), a; b ∈ K, m ∈ M .4) Åäèíèöà: 1m = m, m ∈ M .Îïðåäåëåíèå 6. M � ïðàâûé ìîäóëü (right module) íàä êîëüöîì ñ åäèíèöåé K, åñëè M� àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ è K äåéñòâóåò íà M �óìíîæåíèåì�, òàê ÷òî âûïîëíåíî1) Ëèíåéíîñòü - 1: (m1 ±m2)a = m1a±m2a, a ∈ K, m1; m2 ∈ M .2) Ëèíåéíîñòü - 2: m(a1 ± a2) = ma1 ±ma2, a1; a2 ∈ K, m ∈ M .3) Àññîöèàòèâíîñòü: m(ab) = (ma)b, a; b ∈ K, m ∈ M .4) Åäèíèöà: m1 = m, m ∈ M .Ñîäåðæàòåëüíàÿ ðàçíèöà ýòèõ îïðåäåëåíèé � â òîì, êàê óñòðîåíà àññîöèàòèâíîñòü.Ïðè ýòîì åñëè K êîììóòàòèâíî, òî íèêàêîé ðàçíèöû è íåò � ëåâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿïðàâûì è íàîáîðîò.Òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè âñÿêîå êîëüöî íàä ñâîèì ïîäêîëüöîì (è ëåâûì, è ïðàâûì),è âñÿêèé ëåâûé/ïðàâûé èäåàë íàä ñîîòâåòñòâóþùèì êîëüöîì.Îïðåäåëåíèå 7. Îòîáðàæåíèå ìîäóëåé (modules homomorphism) f : M1 → M2, ãäå M1,M2 � ìîäóëè (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ëåâûå) íàä êîëüöîì K, � ýòî òàêîå îòîáðàæåíèå ìíî-æåñòâ, ÷òî f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2), f(am) = af(m).Çàìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíû êîìïîçèöèÿ è ñóììà òàêèõ îòîáðà-æåíèé. Òàê ÷òî ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ìîäóëåé HomK(M1;M2) � àáåëåâà ãðóïïà ïîñëîæåíèþ, à HomK(M;M) � êîëüöî ñ åäèíèöåé.Ïðèìåð. Åñëè K � ïîëå, òî ìîäóëü íàä F íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (ve
torspa
e), à îòîáðàæåíèå ìîäóëåé � ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (linear map).Ïðèìåð. Åñëè K = Z, òî äåéñòâèå K ìîæíî âîññòàíîâèòü èç ñòðóêòóðû àáåëâîé ãðóïïû,òàê ÷òî Z-ìîäóëè � ýòî ïðîñòî àáåëåâû ãðóïïû.Ïðèìåð. Ìîäóëü íàä F [x℄ � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä F , â êîòîðîì äåéñòâèå ïåðå-ìåííîé x çàäà¼ò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â V .Îïðåäåëåíèå 8. Ïðÿìàÿ ñóììà (dire
t sum) M1 ⊕ · · · ⊕Mk � ìîäóëü, ñîñòàâëåííûé íà-áîðàìè (m1; : : : ; mk), mi ∈ Mi, ñî ñëîæåíèåì è äåéñòâèåì ïî ïðàâèëó(m1; : : : ; mk) + (m′1; : : : ; m′k) = (m1 +m′1; : : : ; mk +m′k); a(m1; : : : ; mk) = (am1; : : : ; amk):Îïðåäåëåíèå 9. Ìîäóëü âèäà K⊕· · ·⊕K íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì è îáîçíà÷àåòñÿKn, ãäå n � ÷èñëî ñëàãàåìûõ.Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü K � êîëüöî. Îòîáðàæåíèÿ ñâîáîäíûõ ìîäóëåé Kn → Km îä-íîçíà÷íî çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè n ×m ñ ýëåìåíòàìè èç K, ïðè÷¼ì êîìïîçèöèÿ ñîîòâå-òñòâóåò óìíîæåíèþ ìàòðèö.Äîêàçàòåëüñòâî: Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè ýëå-ìåíòîâ (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), ãäå åäèíèöà íàõîäèòñÿ íà j-òîì ìåñòå. Ïîëàãàÿ îáðàç òàêîãî ýëåìåíòàðàâíûì (a1j ; a2j ; : : : ; amj), ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó (aij).


