
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 7 � 19.10.10Ìîäóëè â ëèíåéíîé àëãåáðåÍà ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1 (i) Âñÿêèé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ìîäóëü íàä åâêëèäîâûì êîëüöîì K èçîìî-ð�åí ïðÿìîé ñóììå ìîäóëåé âèäà K è K=piK, ãäå i ∈ N, p ∈ K � ïðîñòîé íåîáðàòèìûéýëåìåíò.(ii) Òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.Â ýòîò ðàç ïîãîâîðèì î ïðèëîæåíèÿõ è ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè ýòîé òåîðåìû.Óïðàæíåíèå 1 Îáîáùèòå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 äëÿ êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ.1) Ïóñòü K = Z. Òîãäà èç Òåîðåìû 1 ïîëó÷àåòñÿ êëàññè�èêàöèÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõàáåëåâûõ ãðóïï â âèäå äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé Z è Z=piZ, ãäå i ∈ N, è p ∈ N � ïðîñòîå÷èñëî.Ïðèìåð ãðóïïû Q ïî ñëîæåíèþ íå óêëàäûâàåòñÿ â ýòó ñõåìó � Q íå êîíå÷íîïîðîæäåíîíàä Z, è ïðè ýòîì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå.Óïðàæíåíèå 2 �ðóïïà Q íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåìíåíóëåâûõ ãðóïï.2) Ïóñòü K � ïîëå, ïîñìîòðèì, ÷òî âîçìîæíî èçâëå÷ü èç Òåîðåìû 1 â ðàìêàõ ëèíåéíîéàëãåáðû.Îïðåäåëåíèå 1. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòîi) ìèíèìàëüíûé (ïî âëîæåíèþ) íàáîð îáðàçóþùèõ;ii) ìàêñèìàëüíûé (ïî âëîæåíèþ) íàáîð ýëåìåíòîâ áåç ñîîòíîøåíèé;iii) íàáîð îáðàçóþùèõ áåç ñîîòíîøåíèé.Óïðàæíåíèå 3 Äîêàæèòå, ÷òî ýòè îïðåäåëåíÿ ýêâèâàëåíòíû.×àñòü (iii) Îïðåäåëåíèÿ 1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî áàçèñ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà �óñòàíîâëåííûé èçîìîð�èçì ñî ñâîáîäíûì ìîäóëåì F n.Ñëåäñòâèå 1 Âî âñÿêîì êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ.Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà äëÿ ñ÷¼òíîïîðîæä¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü mi,i ∈ N, � îáðàçóþùèå V . �àññìîòðèì ìíîæåñòâî J ⊂ N, ñîñòàâëåííîå òàêèìè i, ÷òî miíå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç mj ïðè j < i. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü (èñïîëüçóÿ ÷àñòü (i) èëè (iii)Îïðåäåëåíèÿ 1), ÷òî ìíîæåñòâî mi äëÿ i ∈ J ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V . Â ñîâñåì îáùåì ñëó÷àå,êîãäà íå óäà¼òñÿ íàéòè ñ÷¼òíûé íàáîð îáðàçóþùèõ, ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà äîêàçûâàåòñÿñ èñïîëüçîâàíèåì Ëåììû Öîðíà.Ïðèìåð. Ñ÷¼òíîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿþò ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð äëÿóòâåðæäåíèÿ î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â íååâêëèäîâîì ñëó÷àå.Ïóñòü V � áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð F [x℄ íàä ïîëåì F .Òîãäà V ∼= V ⊕ V , ãäå èçîìîð�èçì ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí ðàçëîæåíèåì ïðîñòðàíñò-âà ìíîãî÷ëåíîâ â ñóììó ïðîñòðàíñòâ ÷¼òíûõ ìíîã÷ëåíîâ F [x2℄ è íå÷¼òíûõ ìíîãî÷ëåíîâxF [x2℄.Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà U àáåëåâà ãðóïïà HomF (V; U) ÿâëÿåòñÿ ëåâûììîäóëåì íàä êîëüöîì HomF (V; V ) ñ äåéñòâèåì, îïðåäåë¼ííûì êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé.Ïðè ýòîì åñëè U ∼= U ′, òî HomF (V; U) ∼= HomF (V; U ′) êàê ìîäóëè. Çíà÷èò,HomF (V; V ) ∼= HomF (V; V ⊕ V ) ∼= HomF (V; V )⊕ HomF (V; V ) = HomF (V; V )2:
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→ F n îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé m × n, ñòîëáöûêîòîðîé � îáðàçû îáðàçóþùèõ. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê íîðìàëüíîé �îðìå äîêàçûâàåòñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü V è W � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíîå îò-îáðàæåíèå f : V → W îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìîâ V → V è W → Wåãî ðàíãîì rk(f) = dim Im(f) = dimV − dimKer(f):3) Ïóñòü òåïåðü K = F [x℄. Òîãäà K-ìîäóëü � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñ ëèíåéíûìîòîáðàæåíèåì  : V → V . Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè íà ïðîñòðàíñòâåV . Îòîáðàæåíèå F [x℄-ìîäóëåé (V;  ) → (V ′;  ′) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì� : V → V ′, òàêèì ÷òî  ′� = � . Â ÷àñòíîñòè, èçîìîð�èçì ìîäóëåé îòîæäåñòâëÿåò íåòîëüêî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, íî è ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû.Ïðèìåíèì ê òàêèì ìîäóëÿì Òåîðåìó 1. Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñò-ðàíñòâà ñëàãàåìûå âèäà F [x℄ èñêëþ÷åíû, îñòàþòñÿ ñëàãàåìûå âèäà F [x℄=P kF [x℄, ãäå Píåðàçëîæèì íàä F .Äëÿ íà÷àëà ïóñòü F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî (íàïðèìåð, F = C). Òîãäà íåïðèâîäèì-ûå ìíîãî÷ëåíû èìåþò ñòåïåíü 1, è ñëàãàåìûå ìîäóëÿ èìåþò âèä F [x℄=(x − �)nF [x℄. Îíèñîîòâåòñòâóþò n-ìåðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó ñî ñëåäóþùèì îïåðàòîðîì. Âûáåðåìáàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå òàê: (x − �)n−1; (x − �)n−2; : : : ; (x − �); 1. Â í¼ì äåéñòâèå xçàïèñûâàåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé: 
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Ñëåäñòâèå 3 Êàæäûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä àëãåá-ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ìîæåò áûòü çàïèñàí â íåêîòîðîì áàçèñå Æîðäàíîâîé Íî-ðìàëüíîé Ôîðìîé: íàáîðîì æîðäàíîâûõ êëåòîê âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè÷¼ì òàêàÿçàïèñü åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êëåòîê.Òåïåðü ïóñòü F ïðîèçâîëüíî. Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó ê íîðìàëüíîé �îðìå Ôðîáåíèóñà.Ïóñòü P = xn + an−1xn−1 + · · · + a0. Òîãäà ìîäóëü K=PK çàäà¼òñÿ n-ìåðíûì âåêòîð-íûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñëåäóþùèì îïåðàòîðîì. Â áàçèñå 1; x; : : : ; xn−1 åìó ñîîòâåòñòâóåòìàòðèöà n× n âèäà M(P ) = 
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0 0 : : : 0 0 −a01 0 : : : 0 0 −a1: : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 1 0 −an−20 0 : : : 0 1 −an−1Ñëåäñòâèå 4 Êàæäûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïðîèçâ-îëüíûì ïîëåì ìîæåò áûòü çàïèñàí â íåêîòîðîì áàçèñå Íîðìàëüíîé Ôîðìîé Ôðîáåí-èóñà: íàáîðîì êëåòîê M(Pi) âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè, ãäå Pi � ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõìíîãî÷ëåíîâ, ïðè÷¼ì òàêàÿ çàïèñü åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êëåòîê.4) Ïóñòü K = F [x; y℄, â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü çàäà¼òñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì è ïàðîéêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ íà í¼ì. Çäåñü ñóùåñòâóåò ïðèìåð íåðàçëîæèìîãî ìîäóëÿ ñäâóìÿ îáðàçóþùèìè, ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü åãî ñàìîñòîÿòåëüíî (ñì. ëèñòîê 7, çàäà÷à 8).


