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Çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû
Ïîäâåä¼ì íåáîëüøîé èòîã. Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû êëàññèôèöèðîâàëè ðàçëè÷íûå îáúåêòû

ëèíåéíîé àëãåáðû. Íà ñàìîì äåëå, êàê òîëüêî îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ ñóììà, óäîáíåå âñåãî ôîðìó-
ëèðîâàòü îòâåòû ïåðå÷èñëåíèåì íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ.

1) Ñàìàÿ ïðîñòàÿ çàäà÷à � êëàñññèôèêàöèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì F ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà. Íåðàçëîæèìûé îáúåêò � îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî F . Èçîìîðôèçì ñ F⊕· · ·⊕F
çàäà¼òñÿ âûáîðîì áàçèñà, ðàçíûå áàçèñû âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà îáðàòèìîé ìàòðèöåé ñ
ýëåìåíòàìè èç F .

2) Ñëåäóþùàÿ ïî ñëîæíîñòè çàäà÷à � êëàññèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèé ìåæäó êîíå÷íîìåðíû-
ìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìîâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ýòîé çàäà÷å
îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ïàðà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïëþñ îòîáðàæåíèå ìåæäó íèìè, ïðè ýòîì åñòå-
ñòâåííî îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ ñóììà òàêèõ îáúåêòîâ.

Çäåñü íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ òðè: íóëåâûå îòîáðàæåíèÿ 0 → F , F → 0 è èçîìîðôèçì
F → F . Êîëè÷åñòâî ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿåò ðàíã îïåðàòîðà, êîëè÷åñòâî îñòàëüíûõ �
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ.

Â íåèíâàðèàíòíîé ïîñòàíîâêå ýòîé æå çàäà÷è ìîæíî âûáðàòü áàçèñû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
è çàïèñàòü îïåðàòîð ìàòðèöåé. Òîãäà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö ñ òî÷íî-
ñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà ðàçëè÷íûå îáðàòèìûå ìàòðèöû (A ∼ BAC äëÿ îáðàòèìûõ
B, C). Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ äàþò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ïðè-
âåäåíèÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, â ÷àñòíîñòè, åñëè îïåðàòîð îáðàòèì, ïîçâîëÿþò íàéòè îáðàòíóþ
ìàòðèöó: åñëè BAC ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå, òî A−1 = CB.

3) Åù¼ íåìíîãî ñëîæíåå êëàññèôèêàöèÿ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà. Îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ îïåðàòîðîì,
ïðÿìàÿ ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íåðàçëîæèìûå îáúåêòû çäåñü çàäàþòñÿ êëåòêàìè Ôðîáåíèóñà (â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòîãî ïîëÿ åñòü âàðèàíò æîðäàíîâûõ êëåòîê). Â íåèíâàðèàíòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìàòðèöû
êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ îáðàòèìîé ìàòðèöåé (A ∼ BAB−1).

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòü äâà ñïîñîáà ïîèñêà íîðìàëüíîé ôîðìû îïåðàòîðà. Âûáåðåì
áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, è ðàññìîòðèì áàçèñíûå âåêòîðû êàê îáðàçóþùèå F [x]-ìîäóëÿ.
Òîãäà ìàòðèöà ñîîòíîøåíèé áóäåò èìåòü âèä A − xE, è äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè å¼ ê íîðìàëüíîé
ôîðìå Ñìèòà, êîòîðàÿ è îïðåäåëèò íîðìàëüíóþ ôîðìó îïåðàòîðà A.

Äðóãîé âàðèàíò äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ � âîññòàíîâèòü æîðäàíîâû êëåòêè, âû-
ÿñíÿÿ ðàíãè (A − λE)k äëÿ âñåõ λ ∈ F è k ∈ N. ×òîáû íàáîð äàííûõ áûë êîíå÷åí, äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èòü k ðàçìåðîì ìàòðèöû, à â êà÷åñòâå λ áðàòü íóëè ìíîãî÷ëåíà det(A− xE).

4) Êðîìå ýòîãî, õîðîøî èçâåñòíà çàäà÷à î íàáîðå k ïîäïðîñòðàíñòâ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ îïðåäåëÿåòñÿ èõ ðàçìåðíî-
ñòÿìè è ðàçìåðíîñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ, âñåãî ñóùåñòâóåò 4 íåïðèâîäèìûõ îáúåêòà. Äëÿ òð¼õ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ îáúåêòîâ óæå 9 (ïðè 8 ðàçìåðíîñòÿõ âñåâîçìîæíûõ ïåðåñå÷åíèé). Äëÿ
÷åòûð¼õ è áîëåå ïîäïðîñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ îáúåêòîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî, â ÷àñòíîñòè, ÷åòâ¼ð-
êè ïðÿìûõ â äâóìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþòñÿ íåïðåðûâíûì èíâàðèàíòîì �
äâîéíûì îòíîøåíèåì.

5) Çàäà÷à î êëàññèôèêàöèè ïàðû îïåðàòîðîâ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà ñ÷èòàåòñÿ �äèêîé� è ðàçóìíîãî îòâåòà â íåé íå îæèäàåòñÿ.

Â ñàìîé îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à âûãëÿäèò òàê. Ïóñòü Γ � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ðàçìåñòèì
â åãî âåðøèíàõ êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîìó ðåáðó ñîïîñòàâèì îòîáðàæå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ (ýòîò íàáîð íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì êîë÷àíà Γ). Çàäà÷à
ñîñòîèò â îïèñàíèè òàêèõ îáúåêòîâ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ïðèìåðû 1-5 âûøå ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ãðàôàì:
....

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à î êëàññè-
ôèêàöèè èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 1 (Ãàáðèýëü, Êàö) Âñå êîë÷àíû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïå-
ðå÷èñëåíû â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

E6 E7 E8

A n ... Bn ...

îðèåíòàöèÿ ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíà.

Çàäà÷à î êîë÷àíå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ìîäóëåé íàä ñëåäóþùåé àëãåáðîé.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïóòåé P â ãðàôå Γ (âêëþ÷àÿ ïóòè äëèíû íîëü). Íåêîòîðûå èç ïóòåé
ìîæíî ñîåäèíÿòü â îäèí: åñëè P1 çàêàí÷èâàåòñÿ â íà÷àëå ïóòè P2, òî èõ ìîæíî ñëèòü â íîâûé
ïóòü P1 ∗ P2. Îïðåäåëèì êîëüöî ïóòåé F (P) êàê ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ïóòåé (âèäà a1[P1] + . . . an[Pn], ãäå ai ∈ F , Pi ∈ P) ñ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé àáåëåâîé ãðóïïû.
Óìíîæåíèå ëèíåéíî ïî F è çàäà¼òñÿ ïðàâèëîì [P1][P2] = [P1 ∗ P2], åñëè ïóòü P1 çàêàí÷èâàåòñÿ â
íà÷àëå ïóòè P2, è íîëü èíà÷å.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ìîäóëè íàä F (P) ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿì êîë÷àíà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü åñòü ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà ñ ïðîñòðàíñòâàìè Vi â âåðøèíàõ Γ. Ñîïîñòàâèì
ïóòè P ∈ P èç i â j îòîáðàæåíèå Vi â Vj , ðàâíîå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áðàì Γ, ïî
êîòîðûì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò P . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå ⊕Vi, ïåðåâîäÿ
îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â íîëü. Ýòî ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè äî äåéñòâèÿ F (P) íà ⊕Vi.

Íàîáîðîò, ïóñòü åñòü ìîäóëü íàä êîëüöîì F (P). Äëÿ âåðøèíû i îáîçíà÷èì ei òðèâèàëüíûé ïóòü èç
íå¼ â ñåáÿ. Òîãäà

∑
ei � åäèíèöà F (P), à ïðîïîðöèîíàëüíûå ýòîé ñóììå ýëåìåíòû îáðàçóþò ïîäêîëüöî

F ⊂ F (P). Çíà÷èò, ìîäóëü íàä F (P) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V íàä F . Çàìåòèì, ÷òî eiej = 0
ïðè i 6= j, à e2

i = ei. Çíà÷èò, V ∼= ⊕Vi, ãäå Vi = eiV (ïðîâåðüòå ýòî!). Äåéñòâèå ïóòåé äëèíû 1 îïðåäåëèò
îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Vi, ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì Γ.

Óïðàæíåíèå 1 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîë÷àíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî Ïðèìåðó 3, F (P) ∼= F [x].

Áûâàþò çàäà÷è, íå âïèñûâàþùèåñÿ â ýòó ñõåìó, íàïðèìåð, çàäà÷à î êëàññèôèêàöèè ñëåäóþ-
ùèõ îáúåêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðàòíûì óðàâíåíèÿì ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü F � ïîëå. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (bilinear form) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
V íàä F � òàêîå îòîáðàæåíèå V × V → F , ÷òî

1) (λu1 + µu2, v) = λ(u1, v) + µ(u2, v), λ, µ ∈ F , u1, u2, v ∈ V .
2) (u, λv1 + µv2) = λ(u, v1) + µ(u, v2), λ, µ ∈ F , u, v1, v2 ∈ V .

Îïðåäåëåíèå 2. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé (symmetric), åñëè (u, v) =
(v, u) äëÿ âñåõ u, v ∈ V .
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Ïðåäëîæåíèå 2 Åñëè char(F ) 6= 2, òî âñÿêàÿ áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñâîåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé (v, v) : V → F .

Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì (u, v) = (u+v,u+v)−(u,u)−(v,v)
2 .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ áèëèíåéíûìè ôîðìàìè. Ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè îíî � èçîìîðôèçì, è (f(v), f(u)) = (v, u)
äëÿ âñåõ u, v ∈ V .

Íàøà çàäà÷à íà ñåãîäíÿ � êëàññèôèöèðîâàòü ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû íà êîíå÷-
íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.

Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ V . Îïðåäåëèì ìàòðèöó Ãðàìà G ôîðìû ïîñðåäñòâîì Gij = (vi, vj).
Òîãäà, çàïèñûâàÿ âåêòîð v ñòîëáöîì v, à u ñòðîêîé ut, ïîëó÷èì (u, v) = utGv.

Åñëè B � ìàòðèöà çàìåíû áàçèñà (çàïèñü íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ÷åðåç ñòàðûå), òî ìàòðèöà
Ãðàìà â íîâîì áàçèñå èìååò âèä BtGA, ãäå Bt � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Òàêèì îáðàçîì,
çàäà÷ó î êëàññèôèêàöèè ìîæíî èñòîëêîâàòü êîîðäèíàòíî, êàê ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ýòèìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ê îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîìó âèäó.

Ëåììà 1 Ïóñòü char(F ) 6= 2, òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà Ãðàìà äèàãîíàëüíà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî ñ áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììû îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ðàçìåðíîñòè 1 óòâåðæäåíèå
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.

Åñëè äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà v âûïîëíåíî (v, v) = 0, òî ôîðìà íóëåâàÿ, è óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Èíà÷å
âîçüì¼ì v äëÿ êîòîðîãî (v, v) 6= 0 è ïóñòü v⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ u, òàêèõ ÷òî (u, v) = 0. Çàìåòèì,
÷òî V ðàñïàäàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó v⊥ è îäíîìåðíîãî ïîäðîñòðàíñòâà Fv, ïîðîæä¼ííîãî
v. Äåéñòâèòåëüíî, ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ, è äëÿ âñÿêîãî w ìîæíî çàïèñàòü w = (w,v)

(v,v) v+w′,
è ïðè ýòîì w′ ∈ v⊥. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü v⊥ ìåíüøå ðàçìåðíîñòè V , â í¼ì íàéä¼òñÿ èñêîìûé áàçèñ.
Äîáàâëÿÿ ê íåìó v, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Êîëè÷åñòâî íóëåé íà äèàãîíàëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü ñëåäóþùåãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå 4. ßäðî ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû V0 ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç âåêòîðîâ v, òàêèõ ÷òî (v, u) = 0 äëÿ âñåõ u ∈ V .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äèàãîíàëüíûå çíà÷åíèÿ òàêîé ìàòðèöû ìîæíî óìíîæàòü íà êâàäðàòû â
F , ðàñòÿãèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñíûé âåêòîð â íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç. Ýòîãî óæå äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îïèñàòü ñëó÷àé àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ (â ÷àñòíîñòè, C).

Òåîðåìà 2 Ïóñòü F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, char(F ) 6= 2. Òîãäà ìàòðèöà Ãðàìà ïðèâîäèòñÿ
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ åäèíèöàìè è íóëÿìè íà äèàãîíàëè, ïðè÷¼ì èõ êîëè÷åñòâî îïðåäåëåíî
îäíîçíà÷íî.

Ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë òàêæå õîðîøî âïèñûâàåòñÿ â ýòó ñõåìó.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü F = R. Òîãäà ìàòðèöà Ãðàìà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ åäèíèöà-
ìè, ìèíóñ åäèíèöàìè è íóëÿìè íà äèàãîíàëè, ïðè÷¼ì èõ êîëè÷åñòâî îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñëå óòâåðæä¼ííîãî âûøå îñòà¼òñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü. ×àñòî ýòî óòâåæäåíèå
ïðî åäèíñòâåííîñòü íàçûâàþò òåîðåìîé îá èíåðöèè.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ÷èñëî íóëåé íà äèàãîíàëè ðàâíî ðàçìåðíîñòè ÿäðà ôîðìû. Çàìåòèì, ÷òî êîëè-
÷åñòâî åäèíèö (ñîîòâåòñòâåííî, ìèíóñ åäèíèö) íà äèàãîíàëè ðàâíî ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî âûïîëíåíî (v, v) > 0 (ñîîòâåòñòâåííî < 0). Äåéñòâèòåëüíî,
äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû Ãðàìà äà¼ò ðàçëîæåíèå V â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó V+, V− è V0, äëÿ
êîòîðûõ çíà÷åíèÿ (v, v) èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèé çíàê. Ïðè ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðî-
ãî áîëüøå V+, íåïðåìåííî ïåðåñå÷¼òñÿ ñ V− ⊕ V0, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ âûïîëíåíî (v, v) 6 0, çíà÷èò,
ðàçìåðíîñòü V+ äåéñòâèòåëüíî ìàêñèìàëüíà. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì è ñ ðàçìåðíîñòüþ V−.


