
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 9 � 2.11.10Áèëèíåéíûå ñèììåòðè÷åñêèå �îðìûÌû ïðîäîëæàåì êëàññè�èöèðîâàòü ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå �îðìû íà êîíå÷íîìåðíûõâåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Îïðåäåëèì äâîéñòâåííîåïðîñòðàíñòâî V ∗, êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòàâëåííîå �óíêöèîíàëàìè íà V � ëèíåéíûìèîòîáðàæåíèÿìè èç V â F .Ôàêòè÷åñêè, áèëèíåéíàÿ �îðìà � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî
V ∗, ïåðåâîäÿùåå v â �óíêöèîíàë u → (u, v). À åñëè âûáðàòü áàçèñ â V è äâîéñòâåííûé áàçèñ â
V ∗, òî ìàòðèöà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåò â òî÷íîñòè ìàòðèöåé �ðàìà �îðìû.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f : U → V � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííîå îòîáðà-æåíèå F ∗ : V ∗ → U∗, ïåðåâîäÿùåå �óíêöèîíàë φ : V → F â �óíêöèîíàë φ ◦ f : U → F .Óïðàæíåíèå 1 Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíî. Îòîæäåñòâèì V ∗∗ ñ V ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãîîòîáðàæåíèÿ. Òîãäà äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå ê îïèñàííîìó âûøå ïåðåâîäèò v â �óíêöèîíàë
u → (v, u).Íàïîìíèì, ÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà íà V íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè (u, v) = (v, u) äëÿâñåõ u, v ∈ V . Ôàêòè÷åñêè, ýòî óñëîâèå ñàìîäâîéñòâåííîñòè îòîáðàæåíèÿ V → V ∗.Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 ñ áèëèíåéíûìè �îð-ìàìè � ïðîñòðàíñòâî V1 ⊕ V2 ñ áèëèíåéíîé �îðìîé, çàäàííîé �îðìóëîé ((u1, u2), (v1, v2)) =
(u1, v1) + (u2, v2), u1, v1 ∈ V1, u2, v2 ∈ V2.Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäïðîñòðàíñòâà L1, L2 íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè äëÿ âñåõ u ∈ L1,
v ∈ L2 âûïîëíåíî (u, v) = 0.Åñëè L1 è L2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà èçîìåòðè÷íà îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîéñóììå L1 è L2.Îïðåäåëåíèå 4. ßäðî �îðìû � ÿäðî îòîáðàæåíèÿ V → V ∗. Ôîðìà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé,åñëè å¼ ÿäðî íóëåâîå.Ïðåäëîæåíèå 1 Áèëèíåéíàÿ �îðìà íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåâûðîæäåíà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå V → V ∗ îáðàòèìî.Äîêàçàòåëüñòâî: Ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ðàçìåðíîñòåé V è V ∗.Ëåììà 1 Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî ñ áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé �îðìîé èçîìåòðè÷íî îðòîãî-íàëüíîé ïðÿìîé ñóììå ÿäðà �îðìû è ïðîñòðàíñòâà ñ íåâûðîæäåííîé �îðìîé.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü V0 � ÿäðî �îðìû. Òîãäà, äîïîëíÿÿ áàçèñ â V0 äî áàçèñà â V , ïîëó÷èì V ∼=
V0 ⊕ V ′. Ïðè ýòîì ÿäðî �îðìû íà V ′ íóëåâîå, è ýëåìåíòû V0 îðòîãîíàëüíû ýëåìåíòàì V ′.Ëåììà 2 Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé �îðìîé,
L ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åíèå �îðìû íà êîòîðîå íåâûðîæäåíî. Òîãäà V èçîìåòðè÷íîîðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììå L è L⊥, ãäå L⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ L.Äîêàçàòåëüñòâî: Îòîáðàçèì îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó L ⊕ L⊥ â V , ïåðåâîäÿ ïàðó âåêòîðîâ â èõñóììó. Äîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå � èçîìîð�èçì. Âî-ïåðâûõ, åãî ÿäðî ðàâíî ïåðåñå÷åíèþ L è L⊥,÷òî ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì �îðìû íà L, çíà÷èò, íàøå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.×òîáû äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ è íàëîæåíèåì, ïðåäñòàâèì êàæäûé âåêòîð â âèäå ñóììûýëåìåíòîâ L è L⊥. Ïóñòü v ∈ V . Òîãäà (v, ∗) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê �óíêöèîíàë íà L. Çàìåòèì, ÷òîâ ñèëó íåâûðîæäåííîñòè îãðàíè÷åíèÿ �îðìû âñÿêèé �óíöèîíàë íà L èìååò âèä (u, ∗) äëÿ u ∈ L. Òîãäà
v − u ∈ L⊥, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.Îïðåäåëåíèå 5. Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ Uâûïîëíåíî (u, v) = 0.Îïðåäåëåíèå 6. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè îíî èçîìåòðè÷íî U ⊕ U∗ ñ�îðìîé ((v1, φ1), (v2, φ2)) = φ2(v1) + φ1(v2).Ìàòðèöà �ðàìà òàêîé �îðìû ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íîìó âèäó (

0 E

E 0

).



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 9 � 2.11.10Ëåììà 3 Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷å-ñêîé �îðìîé, L ⊂ V � èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà íàéä¼òñÿ èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàí-ñòâî L′ ⊂ V , òàêîå ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L + L′ (ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L è L′) ãèïåðáîëè÷åñêîå.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü e1, . . . , em � áàçèñ L. Òàê êàê îòîáðàæåíèå V → V ∗ � èçîìîð�èçì, íàéäóòñÿ
f1, . . . , fm ∈ V ′, òàêèå ÷òî (fi, ej) = δij (ãäå δij = 1 ïðè i = j è íîëü èíà÷å). Ïóñòü (fi, fj) = bij . �àññìîòðèìíîâûå áàçèñíûå ýëåìåíòû f ′

i = fi −
1

2

∑

bijej . Òîãäà ïî-ïðåæíåìó (f ′

i , ej) = δij , íî òåïåðü (f ′

i , f
′

j) = 0 äëÿâñåõ i, j. Òåïåðü â êà÷åñòâå L′ âîçüì¼ì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó f ′

1
, . . . , f ′

n.Îïðåäåëåíèå 7. Ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V íàçûâàåòñÿ àíèçîòðîïíûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèòíåíóëåâûõ èçîòðîïíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ýòî ðàâíîñèëüíî (v, v) 6= 0 äëÿ âñåõ v ∈ W ).Òåîðåìà 1 (�àçëîæåíèå Âèòòà) Ïðåäïîëîæèì charF 6= 2. Ïóñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
V íàä F íàäåëåíî ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé �îðìîé. Òîãäà V ðàçëàãàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ V0, V1 è V2, ãäå V0 � ÿäðî �îðìû, V1 ãèïåðáîëè÷åñêîå, à V2àíèçîòðîïíî.Äîêàçàòåëüñòâî: Âûäåëèì ÿäðî îðòîãîíàëüíûì ïðÿìûì ñëàãàåìûì, V = V0 ⊕ V ′. Ïóñòü U ⊂ V ′ �ìàêñèìàëüíîå (ïî âëîæåíèþ) èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ïî Ëåììå 3 íàéä¼òÿ ïîäïðîñòàíñòâî
U ′, òàêîå ÷òî U + U ′ � ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîñêîëüêó �îðìà íà U + U ′ íåâûðîæäåíà,ðàçëîæèì V ′ â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó V1 = U + U ′ è V2 = (U + U ′)⊥.Çàìåòèì, ÷òî V2 àíèçîòðîïíî, èíà÷å îáîçíà÷èì çà v èçîòðîïíûé âåêòîð â V2, è çàìåòèì, ÷òî ïîäïðî-ñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå U è v, èçîòðîïíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè U .Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà Âèòòà) Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåâûðîæäåííîé áèëè-íåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé �îðìîé. Òàêæå ïóñòü L1, L2 ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâà, f : L1 → L2 �èçîìåòðèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ f̃ : V → V , ïåðåâîäÿùàÿ L1 â L2.Ëåììà 4 Òåîðåìà Âèòòà âåðíà, åñëè îãðàíè÷åíèå �îðìû íà L1 (è, òåì ñàìûì, L2) íåâûðîæ-äåíî.Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè L1.Áàçà dim L1 = 1 ñîñòîèò èç òð¼õ ñëó÷àåâ.1) L1 = L2, òîãäà ïî Ëåììå 2 ïðîñòðàíñòâî V èçîìåòðè÷íî îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììå L1 è L⊥

1
.Ïîëîæèì f̃ = f íà L1 è f̃ = Id íà L⊥

1
, ïðîäîëæèì ïî ëèíåéíîñòè íà V .2) L1 6= L2, �îðìà íà L1 + L2 íåâûðîæäåíà. Ïóñòü L′ = (L1 +L2)

⊥, òîãäà ïî Ëåììå 2 ïðîñòðàíñòâî Vèçîìåòðè÷íî îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììå L1 + L2 è L′. Ïóñòü e1 � áàçèñíûé âåêòîð L1, òîãäà e2 = f(e)� áàçèñíûé âåêòîð L2, ïðè÷¼ì (e1, e1) = (e2, e2). Ïîëîæèì f̃(e1) = e2, f̃(e2) = e1 è f̃ = Id íà L′.3) Ôîðìà íà L1 +L2 âûðîæäåíà. Òîãäà ÿäðî ýòîé �îðìû L0 îäíîìåðíî, ïóñòü åãî áàçèñ ñîñòîèò èç e0.Ïóñòü e1 ñîñòàâëÿåò áàçèñ L1. Òîãäà, òàê êàê (e1, e1) 6= 0, à f � èçîìåòðèÿ, f(e1) ðàâíî èëè e1 + λe0, èëè
−e1 + λe0, ãäå λ ∈ F .Ïðèìåíèì Ëåììó 3 ê ïðîñòðàíñòâó L⊥

1
è ïîäïðîñòðàíñòâó L0, ïóñòü e2 ïîðîæäàåò L′

0
. Òîãäà ìàòðèöà�ðàìà L = L1 + L2 + L′

0
â áàçèñå e0, e2, e1 èìååò âèä 



0 1 0
1 0 0
0 0 (e1, e1)



, â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå �îðìûíà L íåâûðîæäåíî. Ïîëàãàÿ f̃ = Id íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê L, îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü f̃ íà L. Äëÿýòîãî ïîëîæèì
f̃(e0) = e0, f̃(e1) = f(e1) = ±e1 + λe0, f̃(e2) = e2 ∓

λ

(e1, e1)
e1.Øàã. Ïóñòü e � ýëåìåíò L, òàêîé ÷òî (e, e) 6= 0. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ

f ′ : V → V , ïåðåâîäÿùàÿ e â f(e). Áóäåì èñêàòü èçîìåòðèþ f̃ â âèäå gf ′, ïîëàãàÿ g(f(e)) = f(e). Òðåáóåòñÿ,÷òîáû g áûëî èçîìåòðèåé è ïåðåâîäèëî f(L1) â L2.Ïóñòü V ′ = f(e)⊥ ⊂ V . Îïðåäåëèì g íà V ′ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè êàê èçîìåòðèþ, ïåðåâîäÿùóþ
f(L1) ∩ V ′ â L2 ∩ V ′. Ïðîäîëæàÿ ïî ëèíåéíîñòè íà âñ¼ V , ïîëó÷èì òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 9 � 2.11.10Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó â ïîëíîé îáùíîñòè. Äîïîëíèì L1 è L2 äî ïðîñòðàíñòâà ñ íåâûðîæ-äåííîé �îðìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî Ëåììå 1 ïðåäñòàâèì Li, i = 1, 2, â âèäå îðòîãîíàëüíîéïðÿìîé ñóììû ÿäðà L0

i è L′

i, çàòåì ïðèìåíèì Ëåììó 3 ê ïðîñòðàíñòâó L′⊥

i è èçîòðîïíîìó ïîä-ïðîñòðàíñòâó L0

i . Ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Mi, ïðè÷¼ì îãðàíè÷åíèå�îðìû íà L0

i +L′

i +Mi èìååò ìàòðèöó �ðàìà ñëåäóþùåãî áëî÷íîãî âèäà: 



0 E 0
E 0 0
0 0 Gi



, ãäå Gi �ìàòðèöà �ðàìà �îðìû íà L′

i. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ L0

1
, çà e1, . . . , en îáîçíà÷èì äâîéñòâåííûéáàçèñ Mi, â êîòîðîì (ei, e

j) = δij . Òàê êàê f � èçîìåòðèÿ, f ïåðåâîäèò L0

1
â L0

2
, è f(e1), . . . f(en) �áàçèñ L0

2
. Ïóñòü f1, . . . fn �äâîéñòâåííûé åìó áàçèñ M2. Òîãäà èçîìåòðèþ f ìîæíî ïðîäîëæèòüñ L1 äî L1 + M1, îòîáðàæàÿ ei â f i.Ñëåäñòâèå 1 �àçëîæåíèå Âèòòà åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè ñëàãàåìûõ.Äîêàçàòåëüñòâî: Âî-ïåðâûõ, ÿäðî îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñâîåé ðàçìåðíîñòüþ, òàêæå êàê è �îðìà íàäðóãîì ñëàãàåìîì ðàçëîæåíèÿ Ëåììû 1 (îíî èçîìåòðè÷íî �àêòîðïðîñòðàíñòâó ñ åñòåñòâåííîé �îðìîéíà í¼ì). Çíà÷èò, óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê íåâûðîæäåííîé �îðìå.Âî-âòîðûõ, ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òàêæå îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè ñâîåéðàçìåðíîñòüþ. Äîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíûå èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðíî-ñòè. Ïóñòü U1 è U2 � ìàêñèìàëüíûå èçîòðîïíûå è dimU1 > dim U2. Òîãäà ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîåïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ U1, òàêîå ÷òî dimU = dimU2. Òîãäà U èçîìåòðè÷íî U2 è ïî Òåîðåìå Âèòòà ýòó èçî-ìåòðèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî èçîìåòðèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Íî èçîìåòðèÿ äîëæíà ñîõðàíÿòü ñâîéñòâîáûòü ìàêñèìàëüíûì èçîòðîïíûì, êîòîðîå ïðèñóùå U2, íî íå U .Òåïåðü ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ Âèòòà ïðîñòðàíñòâà ñ íåâûðîæäåííîé �îðìîé. Âèäíî, ÷òîèçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ ìàêñèìàëüíû. Çíà÷èò, îãðàíè÷åíèå �îðìûíà ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçëîæåíèÿ ñîâïàä¼ò, è, òåì ñàìûì, çàäàñò èçîìåòðèþ ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðîäîëæèì ýòó èçîìåòðèþ íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî è çàìåòèì, ÷òî îíà ïåðåâîäèòîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, òî åñòü çàäà¼ò òðåáóåìóþ èçîìåòðèþ àíèçîòðîï-íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.


