
Àëãåáðà I (2010) 12.12.10ÝêçàìåíÇàäà÷à 1. Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Ñêîëüêî ðåøåíèéìîæåò áûòü ó óðàâíåíèÿ P (x) = 0 íàä êîëüöîì êâàòåðíèîíîâ, åñëèa) degP = 2; b) degP = 3; 
) degP = n.Çàäà÷à 2. Ïóñòü íàä ïîëåì F íàøëèñü ìàòðèöû A è B ðàçìåðà n×n, òàêèå ÷òî AB−BA� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ õàðàêòåðèñòèêà F ?Çàäà÷à 3. a) �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö 2×2 íàä êîëüöîì Z=mZ, m = pk11 : : : pknn ∈ N.Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè A ∼ A′, åñëè íàéäóòñÿ îáðàòèìûå ìàòðèöû B èC, òàêèå ÷òî A′ = BAC. Íàéäèòå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.b) �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö 2 × 2 íàä êîëüöîì Z=pZ, ãäå p > 2 � ïðîñòîå íàò-óðàëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè A ∼ A′, åñëè íàéä¼òñÿ îáðàòèìàÿìàòðèöà B, òàêàÿ ÷òî A′ = BAB−1. Íàéäèòå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.Çàäà÷à 4. �àññìîòðèì ïîëå Q(i), ñîñòîÿùåå èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ðàöèîíàëüíûìè êî-ý��èöèåíòàìè, êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì ÷èñåë �àóññà Z[i℄.a) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ïîäìîäóëü Q(i) ïîðîæä¼í îäíèì ýëå-ìåíòîì z ∈ Q(i).b) Ïðè êàêèõ z ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäìîäóëü çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ â Q(i)?
) Ïðè êàêèõ òàêèõ z âñå èäåàëû ïîëó÷èâøåãîñÿ êîëüöà ãëàâíûå?Çàäà÷à 5. Ïóñòü W � ãðóïïà Âèòòà ïîëÿ Q(i).a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ W ñ÷¼òíî (â ÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íî).b) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò W èìååò ïîðÿäîê 2.
) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà çàäà¼òñÿ ýòèìèäâóìÿ ñâîéñòâàìè.Çàäà÷à 6. Ïóñòü I0 ⊂ C[x; y℄ � èäåàë, ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íîëüâ íà÷àëå êîîðäèíàò. �àññìîòðèì I0 êàê ìîäóëü íàä C[x; y℄.a) Çàäàéòå I0 îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.b) Çàäàéòå äâîéñòâåííûé ìîäóëü I∗0 îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.
) Çàäàéòå �àêòîðìîäóëü I∗∗0 ïî åñòåñòâåííîìó îáðàçó I0 îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåí-èÿìè.


