
Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 5 � 5.10.102× 2Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Îáîçíà÷èì Mat2(K) ìàòðèöû 2 × 2 ñïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì è ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì.Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî Mat2(K) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé (E).b)Òðåáóåòñÿ ëè äëÿ ýòîãî êîììóòàòèâíîñòü K?Ïîëîæèì tr( a b
 d ) = a + d; det( a b
 d ) = ad− b
:Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî tr(A + B) = tr(A) + tr(B), tr(kA) = ktr(A) äëÿ k ∈ K,tr(AB) = tr(BA).b∗)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ K-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ íà Mat2(K) ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè ïðîïîðöè-îíàëüíà tr.
)Íàä êàêèìè ïîëÿìè F ñóùåñòâóþò ìàòðèöû A;B ∈ Mat2(F ), òàêèå ÷òî AB−BA = E?Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî det(AB) = det(A)det(B).b)Ïî ìàòðèöå A ïîñòðîéòå ìàòðèöó A∗, òàêóþ ÷òî AA∗ = A∗A = det(A)E.
)Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèìdet(A).d)Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(A)ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì èëè äåëèòåëåì íóëÿ.Çàäà÷à 4. a)Âûðàçèòå ìàòðèöó A2 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè E è A.b)Ïóñòü K íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Ak = 0, òî A2 = 0. Äëÿ âñÿêîãîëè K íàéä¼òñÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà ñ ýòèì ñâîéñòâîì?Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå äâóñòîðîííèå èäåàëû è âû÷èñëèòå ñîîòâåòñòâóþùèå �àêòîðêîë-üöà äëÿ êîëüöàa)Mat2(F ), ãäå F � ïîëå,b)Mat2(K), ãäå K � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî.Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå ëåâûå/ïðàâûå èäåàëû êîëüöàa)Mat2(F ), ãäå F � ïîëå,b∗)Mat2(Z).Çàäà÷à 7. Ïóñòü F = R èëè C. Ýêñïîíåíòîé ìàòðèöû A ∈ Mat2(F ) íàçûâàåòñÿ ñóììàðÿäà exp(A) = ∞
∑k=0 1k!Ak:a)Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ðÿä ïîêîý��èöèåíòíî ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé ìàòðèöû.b)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè AB = BA, òî exp(A +B) = exp(A) exp(B).
) Âåðíî ëè ýòî äëÿ ëþáûõ A è B?d)Íàéäèòå ddt exp(tA).e∗)Äîêàæèòå, ÷òî det exp(A) = exp(trA).Çàäà÷à 8. a)Âëîæèòå ïîëå C â êîëüöî Mat2(R).b∗)Âëîæèòå êîëüöî êâàòåðíèîíîâ â êîëüöî Mat2(C).Çàäà÷à 9∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî äëÿ âñÿêîé 2 × 2ìàòðèöû A íàéäóòñÿ 2×2 ìàòðèöû B è C, òàêèå ÷òî BAC èìååò âèä (a 00 b), ïðè÷¼ì a|b.b∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ K = C[x; y℄ ýòî íå âûïîëíåíî.
∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ K = Z[x℄ ýòî íå âûïîëíåíî.


