
Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 7 � 19.10.10Êîñûå ìíîãî÷ëåíûÏóñòü F � ïîëå. Îáîçíà÷èì �(�1; : : : ; �n) êîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ (skew polynomi-als), ïîðîæä¼ííîå F è êîììóòèðóþùèìè ñ F ïåðåìåííûìè �i, òàêèìè ÷òî �i�j = −�j�i, â÷àñòíîñòè, �2i = 0 (ýòî ñëåäóåò äîáàâèòü êàê äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, åñëè F èìååòõàðàêòåðèñòèêó äâà).Îáîçíà÷èì �k(�1; : : : ; �n) ïîäìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k.Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x ∈ �k(�1; : : : ; �n), y ∈ �l(�1; : : : ; �n), òîxy = (−1)klyx ∈ �k+l(�1; : : : ; �n):b)Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè �(�1; : : : ; �n) è �k(�1; : : : ; �n) êàê âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä F .
)Ïðèâåäèòå ïðèìåð íå ãëàâíîãî èäåàëà â �(�1; : : : ; �n) ïðè n > 1.d∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòèêà F íå ðàâíà 2, òî îäíîðîäíûé êîñîé ìíîãî÷ëåí �ñòåïåíè äâà ðàçëîæèì íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �2 = 0.Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî êîñîé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ.b)Äîêàæèòå, ÷òî êîñîé ìíîãî÷ëåí íèëüïîòåíòåí (òî åñòü íàéä¼òñÿ k, òàêîå ÷òî �k = 0)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ.
)Äîêàæèòå, ÷òî êîñîé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãîñâîáîäíûé ÷ëåí íå ðàâåí íóëþ.Ïîäñêàçêà: Âñïîìíèòå, êàê ýòî äåëàëîñü ñ ðÿäàìè.Ïóñòü òåïåðü n× n ìàòðèöà A íàä F äåéñòâóåò íà �(�1; : : : ; �n) çàìåíàìè ïåðåìåííûõ�i → ∑j aij�j. ßñíî, ÷òî ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò ñòåïåíü. Îïðåäåëèì �kA êàê ñîîòâåòñòâ-óþùåå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå �k(�1; : : : ; �n).Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî �nA ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì. Îáîçíà÷èì åãî det(A).b) Çàïèøèòå det(A) ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû A.
)Äîêàæèòå, ÷òî det(AB) = det(A)det(B).Ïîäñêàçêà: �åøèòü ýòó çàäà÷ó ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äëÿ ìàòðèö äîâîëüíî ñëîæíî.d)Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(A) 6= 0.Çàäà÷à 4. a) Çàïèøèòå ñëåä �kA (ñóììó äèàãîíàëüíûõ çíà÷åíèé) ÷åðåç ýëåìåíòû ìàò-ðèöû A.b)Âûðàçèòå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà det(A− �E) ÷åðåç ýòè ñëåäû.Çàäà÷à 5. a) Çàïèøèòå �n−1A ìàòðèöåé A∗ â áàçèñå îäíî÷ëåíîâ.b)Âûðàçèòå ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 ÷åðåç ýëåìåíòû A∗.Ïîäñêàçêà: Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî óìíîæåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû êîîðä-èíàò � ýòî ïîçâîëèò ðåøèòü çàäà÷ó, íå ïðèáåãàÿ ê âû÷èñëåíèÿì.
∗)Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû �kA è �n−kA â áàçèñå îäíî÷ëåíîâ?Çàäà÷à 6∗. Äîêàæèòå, ÷òî òîæäåñòâî Àìèöóðà-Ëåâèöêîãî
∑�∈�N sign(�)A�(1)A�(2) : : : A�(N) = 0;ãäå �N � ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà {1; : : : ; N}, sign(�) � çíàê ïåðåñòàíîâêè,a∗) âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ N ìàòðèö n× n ïðè N > n2;b∗∗) âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ N ìàòðèö n× n ïðè N > 2n;
∗) âûïîëíåíî íå äëÿ âñåõ íàáîðîâ ìàòðèö n× n ïðè N < 2n.


