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ëÏÍÐÌÅËÓÙ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ
ðÕÓÔØ A { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. çÏ×ÏÒÑ Ï ÍÏÄÕÌÑÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ

ÌÅ×ÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ.
ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÍÏÄÕÌÅÊ Ki; i ∈ Z É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

ÍÏÄÕÌÅÊ di : K i → Ki+1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ d2 = 0 (Ô.Å. di+1 ◦ di = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ di
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ. ëÏÍÐÌÅËÓ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

: : :→ K−1 d−1−−→ K0 d0−→ K1 d1−→ K2 → : : :

þÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÉÖÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ, ÐÏÎÉÖÁÀÝÉÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ:
Ki = K−i; di = d−i. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ. ôÁËÖÅ ÞÁÓÔÏ
×ÍÅÓÔÏ ÎÁÂÏÒÁ Ki ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ K• = ⊕iKi É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ d• : K• → K• ÓÔÅÐÅÎÉ 1.

ðÒÉÍÅÒÙ:

1. íÏÄÕÌØ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ : K i = 0 ÐÒÉ i 6= 0,
K0 = M ÉÎÁÞÅ, ×ÓÅ di = 0.

2. åÝ£ ÏÄÉÎ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ: : : : 0→M Id−→M → 0 : : :

3.
: : :→ k[x]=(x2) x−→ k[x]=(x2) x−→ k[x]=(x2) → : : :

4. ëÏÍÐÌÅËÓ ÃÅÐÅÊ/ËÏÃÅÐÅÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ/ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á/ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

5. ëÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

6. Bar-ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ: ÐÕÓÔØ A { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á B { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ A. ðÏÌÏÖÉÍ
Ki = 0 ÐÒÉ i < −1,

Ki = B ⊗A B ⊗A : : :⊗A B︸ ︷︷ ︸
i+2 ÒÁÚÁ

:

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

dk(b0 ⊗ b1 ⊗ : : :⊗ bk+1) =
k∑
i=0

(−1)ib0 ⊗ : : :⊗ bibi+1 ⊗ : : :⊗ bk+1:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Bar-ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ { ËÏÍÐÌÅËÓ B;B-ÂÉÍÏÄÕÌÅÊ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, B⊗ABopp-
ÍÏÄÕÌÅÊ).

7. ëÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ: ÐÕÓÔØ A { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, M { A-ÍÏÄÕÌØ, m ∈ M { ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ. ðÏÌÏÖÉÍ

K i = �i
AM; di = m ∧ −:

(ëÏ)ÃÉËÌÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (K•; d•) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÄÕÌÉ Zi = ker di, (ËÏ)ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔÓÑ ÍÏÄÕÌÉ Bi = im di−1. éÚ-ÚÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ d2 = 0 ÉÍÅÅÍ Bi ⊂ Zi ⊂ K i. ëÏÇÏÍÏ-
ÌÏÇÉÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÄÕÌÉ H i = Zi=Bi, ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÉ ÃÉËÌÏ× ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ.
ëÏÍÐÌÅËÓ, ×ÓÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÉÌÉ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ.
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íÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÉÚ (K•; d•K) × (L•; d•L) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏ-
ÄÕÌÅÊ f i : K i → Li ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ df = fd (Ô.Å., diL ◦ f i = f i+1 ◦ diK). íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×
×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

: : : // K i−1
di−1
K //

f i−1

²²

K i
diK //

f i
²²

Ki+1
di+1
K //

f i+1

²²

: : :

: : : // Li−1
di−1
L // Li

diL // Li+1
di+1
L // : : :

óÏ ×ÓÑËÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× Ó×ÑÚÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ðÕÓÔØ

f • : (K•; d•K) → (L•; d•L)

{ ÍÏÒÆÉÚÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ H i(K) → H i(L): ÐÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ Zi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f i(x) × H i(L). îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ-
×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×Ó£ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: f i(x) { ËÏÃÉËÌ É ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ x ÎÁ ËÏÇÒÁÎÉÃÕ ÍÅÎÑÅÔ f i(x) ÎÁ
ËÏÇÒÁÎÉÃÕ.

íÏÒÆÉÚÍ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏÍ, Á ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (×ÏÚÍÏÖÎÏ,
ÉÄÕÝÉÈ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ), { Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 1. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A { ÐÏÌÅ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍÐÌÅËÓÕ Ó ÎÕÌÅ-
×ÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ.

÷ÁÖÎÏÅ ÓÒÅÄÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× { ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

îÁÂÏÒ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× K f−→ L g−→ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ, ÅÓÌÉ
ËÏÍÐÌÅËÓ 0→K f−→ L g−→M→0 ÔÏÞÅÎ (Ô.Å., f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, g ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ É im(f) = ker(g)).
îÁÂÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÏÍÐÌÅËÓÏ× K• f•−→ L• g•−→M• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÍÏÄÕÌÅÊ Ki f i−→ Li gi−→M i. íÏÒÆÉÚÍÙ
f É g ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H i(K) → H i(L) → H i(M). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �i : H i(M) → H i+1(K).

ðÕÓÔØ x ∈ Zi(M) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ × H i(M). ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÊ y ∈ Li ÔÁË, ÞÔÏ g(y) = x,
ÐÕÓÔØ z = d(y) ðÏÓËÏÌØËÕ g(z) = gd(y) = dg(y) = d(x) = 0, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ t ∈ Ki+1 ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ f(t) = z. ðÒÉ ÜÔÏÍ fd(t) = df(t) = d(z) = dd(y) = 0, ÚÎÁÞÉÔ É d(t) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ
�([x]) = [t] ∈ H i+1(K).

0 // K i+2 f // Li+2

0 // K i+1 f //

d
OO

Li+1 g //

d
OO

M i+1 // 0

Li
g //

d
OO

M i //

d
OO

0
úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ [t] ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏ×.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. óÏ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×

0 → K• f•−→ L• g•−→M• → 0

Ó×ÑÚÁÎÁ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

: : :→ H i−1(M) �i−1−−→ H i(K) Hi(f)−−−→ H i(L) Hi(g)−−−→ H i(M) �i−→ H i+1(K) → : : :
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞÎÏÓÔØ × ÞÌÅÎÅ

H i(L) Hi(g)−−−→ H i(M) �i−→ H i+1(K):

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, �H(g) = 0. ðÕÓÔØ x ∈ Zi(L), ÔÏÇÄÁ H i(g)([x]) = [g(x)], É ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Ó×Ñ-
ÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �([g(x)]) = 0, ÔÁË ËÁË d(x) = 0. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ker � = imH(g).
ðÕÓÔØ x ∈ Zi(M) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ × H i(M) É �([x]) = 0, Á y; z; t { ËÁË × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
�. ôÁË ËÁË [t] = 0, t = d(s) ÄÌÑ s ∈ Ki, ÐÏÌÏÖÉÍ y′ = f(s). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d(y − y′) =
z − df(s) = z − fd(s) = z − f(t) = z − z = 0 É g(y − y′) = x − gf(s) = x, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
[x] = H i(g)(y − y′) ∈ imH(g).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÁÈ.
óÄ×ÉÇÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (K•; d•) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ (K[1]•; d[1]•), ÇÄÅ K[1]i = Ki+1; d[1]i =

−di+1 (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÍÅÎÕ ÚÎÁËÁ!) óÄ×ÉÇÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÌÉ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ (ÐÏÞÌÅÎÎÏ) ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÏ× f • : K• → L• ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÎÅÌØÚÑ, ÏÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÞ-
ÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÂÕÄÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ f •. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏ-
ÎÕÓÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÏÌÏÖÉÍ Ci = K i+1 ⊕ Li, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ

diC(ki+1; li) = (−d(ki+1); f(ki+1) + d(li)):

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C(f)•. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ a• : L• → C(f)• É b• : C(f)• → K[1]•, ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ

0 → L a−→ C(f) b−→ K[1] → 0:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ H(K) → H(L) ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ
ÔÒÏÊËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ f .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ∈ Zi+1(K). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÅ-
Ò£Í y = (x; 0) ∈ C(f)i, z = dC((x; 0)) = (−d(x); f(x)) = (0; f(x)), t = f(x) ∈ Zi+1(L), ÚÎÁÞÉÔ
�([x]) = [t] = [f(x)].

ëÁË ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ? ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× { ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÕÌÅ×ÙÅ.
óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× c ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÅ.

íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× f • : K• → L• ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× hi : Ki → Li−1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

f = dh+ hd;

Ô.Å., f i = di1hi+hi+1di. ä×Á ÍÏÒÆÉÚÍÁ f •; g• : K• → L• ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÇÏÍÏ-
ÔÏÐÎÁ ÎÕÌÀ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ {
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f • ∼ g•.
úÁÄÁÞÁ 4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ: ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÎÕÌÀ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f •; g• : K• → L• ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f − g = dh + hd, Á x ∈ Zi(K). ôÏÇÄÁ H(f)([x]) = [f(x)] = [g(x) +
dh(x) + hd(x)] = [g(x)] + [dh(x)] = [g(x)], ÔÁË ËÁË ËÌÁÓÓ ËÏÇÒÁÎÉÃÙ dh(x) ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ f • : K• → L• { ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

K f−→ L a−→ C(f) b−→ K[1] f [1]−−→ L[1]

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ af É f [1]b ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÎÕÌÀ.
ëÏÍÐÌÅËÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÍ ÉÌÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÅÂÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÎÕÌÀ. ëÏÍÐÌÅËÓÙ K• É L• ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ f • : K• → L• É g• : L• → K• ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ fg ∼ IdL; gf ∼
IdK .

ôÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ { ËÏÍÐÌÅËÓ ×ÉÄÁ

(1) : : : 0 →M →M → 0 : : :

÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:
úÁÄÁÞÁ 6. ìÀÂÏÊ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÄ×ÉÇÏ× ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ×ÉÄÁ (1).
úÁÄÁÞÁ 7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ, Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× { a) Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⇔ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÁÃÉ-
ËÌÉÞÅÎ; b) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ⇔ ÅÇÏ ËÏÎÕÓ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Bar-ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ É (× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ËÏÍÐÌÅËÓÁ
ëÏÛÕÌÑ.
úÁÄÁÞÁ 9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ hi : Ki → K i+1:

hi(b0 ⊗ : : :⊗ bi+1) = 1⊗ b0 ⊗ : : :⊗ bi+1

ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Bar-ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÙ ÎÕÌÀ. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Bar-
ÒÅÚÏÌØ×ÅÎÔÁ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÁÃÉËÌÉÞÎÁ (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ
× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÁ×ÙÈ B-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÎÅ ÂÉÍÏÄÕÌÅÊ, ÎÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÏ ÎÅ
×ÁÖÎÏ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M =
A⊕r = ⊕r

1Aei. üÌÅÍÅÎÔ m ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ m1e1 + : : :+mrer, mi ∈ A.
úÁÄÁÞÁ 10. a) úÁÐÉÛÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ × ËÏÍÐÌÅËÓÅ ëÏÛÕÌÑ "× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ".
b) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ëÏÛÕÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ −∧m
×ÍÅÓÔÏ m ∧ −, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ.

ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÕ (K•; d•) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ (K∗•; d∗•), ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ K∗i = HomA(K−i; A), Á d∗i = (d−i−1)∗.
c) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÕ ëÏÛÕÌÑ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 1 6 i 6 r ÜÌÅÍÅÎÔmi { ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ×A=(m1; : : : ;mi−1)
(× ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ m1; : : : ;mr ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ÷ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K(m) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÒÉ i 6= r, Á Hr(K(m)) = A=(m1; : : : ;mr).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ r. ðÒÉ r = 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÅÒÅÊÄ£Í ÏÔ r−1 Ë r. úÁÐÉÛÅÍ
m = m′+mrer. ÷ ËÏÍÐÌÅËÓÅ ëÏÛÕÌÑ K(m) ÅÓÔØ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ K(m′)∧er, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
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ÆÁËÔÏÒËÏÍÐÌÅËÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ K(m′). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ

0 → K(m′) ∧ er → K(m) → K(m′) → 0:

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÁ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÕÓËÁ

0 → Hr−1(K(m)) → Hr−1(K(m′)) �−→ Hr(K(m′) ∧ er) → Hr(K(m)) → 0:

ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ { ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ±mr. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Kr−1(m′) ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ x = e1 ∧ : : : ∧ er−1, ×ÙÂÉÒÁÅÍ y = e1 ∧ : : : ∧ er−1 ∈ Kr−1(m), ÐÏÌÕÞÁÅÍ
z = d(y) = m ∧ y = ±mre1 ∧ : : : ∧ er, ÚÎÁÞÉÔ t = ±mrx ∧ er ∈ Kr−1(m′) ∧ er. ô.Ï., ËÕÓÏË
ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

0 → Hr−1(K(m)) → A=(m1; : : : ;mr−1) ±mr−−→ A=(m1; : : : ;mr−1) → Hr(K(m)) → 0;

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ mr { ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ × A=(m1; : : : ;mr−1).

ðÕÓÔØ K• É L• { ËÏÍÐÌÅËÓÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
ðÏÌÏÖÉÍ

Hom(K;L)i =
∏
n

Hom(Kn; Ln+i);

Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ di ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (fn) ∈ Hom(K;L)i × ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (gn) ∈ Hom(K;L)i+1,

gn = dfn − (−1)ifn+1d:

úÁÄÁÞÁ 11. a) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. b) þÔÏ ÔÁËÏÅ ÃÉËÌÙ,
ÇÒÁÎÉÃÙ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ × ËÏÍÐÌÅËÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×?


