íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 1

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 1 É 2.

n-ÍÅÒÎÙÍ ÛÁÒÏÍ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ B_n = {(x_1; : : : ; x_n) | x^2_1 + · · · + x^2_n}. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : B_n → B_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; : : : ; f_n : B_n → R, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ x = (x_1; : : : ; x_n) ∈ B_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ f_1(x)^2 +· · ·+f_n(x)^2 ≤ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ: lim_{y→x} f_i(y) = f_i(x).

ôÅÏÒÅÍÁ (âÒÁÕÜÒÁ). ðÕÓÔØ f : B_n → B_n | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ B_n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ ÄÌÑ n = 1. B_1 ÜÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [−1; 1]. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ −1 ÄÏ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: M_+ = {x ∈ [−1; 1] | x ¿ f(x)} É M_− = {x ∈ [−1; 1] | x ¡ f(x)}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, M_+ ∩ M_− = ∅. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ ÄÌÑ n = 1 ÎÅŒÅÒÎÁ; ÔÏÇÄÁ [−1; 1] = M_+ ∪ M_− É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙ: 1 ∈ M_+ É −1 ∈ M_−.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ a = sup M_−. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_+ ÏÔËÒÙÔÏ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ M_+ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0, ÞÔÏ (b − ”; b + ”) ∩ [−1; 1] ⊂ M_+. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a =∈ M_+ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a ¡ 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ a ∈ M_−. îÏ M_− ÔÏÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ (Œ ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ” ¿ 0, ÞÔÏ (a − ”; a + ”) ∩ [−1; 1] ⊂ M_−. ðÏÓËÏÌØËÕ a ¡ 1, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L = (a; a + ”) ∩ [−1; 1] ÎÅÐÕÓÔÏ. œÓÑËÉÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M_− É ÂÏÌØÛÅ a, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a ËÁË ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ. □

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ ÄÌÑ n = 2 ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: S^1 = {(x; y) | x^2 + y^2 = 1}. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(a; b) ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ a; b ∈ S^1 ÎÁÚÏŒÅÍ ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S^1 → S^1 ÎÁÚÏŒÅÍ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀a ∈ S^1 ∀” ¿ 0 ∃ffi ¿ 0 ∀b ∈ S^1 %(a; b) ¡ ffi =⇒ %(g(a); g(b)) ¡ ” (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ |b − a| ÐÉÛÅÍ %(a; b)). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ËŒÁÎÔÏÒ ∀” ¿ 0 ÓÔÏÉÔ ÐÏÓÌÅ ∀a ∈ S^1, Ô.Å. ŒÅÌÉÞÉÎÁ ffi ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ”, ÎÏ É ÏÔ ÔÏÞËÉ a. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S^1 → S^1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ” ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ffi ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË a: ∀” ¿ 0 ∃ffi ¿ 0 ∀a ∈ S^1 ∀b ∈ S^1 %(a; b) ¡ ffi =⇒ %(g(a); g(b)) ¡ ” (ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ).

ìÅÍÍÁ 1. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ÎÅŒÅÒÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n = (x_n; y_n); b_n = (z_n; t_n) ∈ S^1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ %(a_n; b_n) ¡ 1=n É %(g(a_n); g(b_n)) ¿ ”. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ x_n; y_n; z_n; t_n ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏŒ n_1; n_2; : : : , ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_{nk} ; y_{nk} ; z_{nk} ; t_{nk} ÓÈÏÄÑÔÓÑ | ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Ë ÔÏÞËÁÍ x; y; z; t. ðÏÓËÏÌØËÕ x^2_n + y^2_n = 1 = z^2_n + t^2_n (ÔÏÞËÉ a_n É b_n ÌÅÖÁÔ Œ S^1), ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x^2 + y^2 = 1 = z^2 + t^2, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ a^{def}= (x; y) É b^{def}= (z; t) ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ S^1. îÅÓÌÏÖÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} %(a; a_n) = lim_{n→∞} %(b; b_n) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ lim_{n→∞} %(a_n; b_n) = 0 É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ 0 ≤ %(a; b) ≤ %(a; a_n) + %(a_n; b_n) + %(b_n; b) (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ %(a; b) → 0 ÐÒÉ n → ∞. îÏ %(a; b) ÏÔ n ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ %(a; b) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ a = b.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n É b_n ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÒÅÄÅÌ a = b ∈ S^1. ðÏÓËÏÌØËÕ %(g(a_n); g(b_n)) ¿ ”, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÂÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ %(g(a_n); g(a)) ¿ ”=2, ÌÉÂÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ %(g(b_n); g(a)) ¿ ”=2. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g Œ ÔÏÞËÅ a. □

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S^1 → S^1; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi, ÞÔÏ ÅÓÌÉ %(a; b) ¡ ffi, ÔÏ %(g(a); g(b)) ¡ ß (ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÄÌÉÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). òÁÚÏÂØÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÁÍÉ a_1; : : : ; a_N ÎÁ ÄÕÇÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÍÅÎØÛÅ ffi É ÐÏÌÏÖÉÍ deg(g; a_1; : : : ; a_N ) =^1_{2ß}

∑_N i=1 ±%(g(a_i); g(a_{i+1})); ÚÄÅÓØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a_{N+1} = a_1, Á ÚÎÁË ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ +, ÅÓÌÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ÄÕÇÁ ÏÔ g(a_i) Ë g(a_{i+1}) ÉÄÅÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É − Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÅÌÉÞÉÎÙ deg:

• deg(g; a_1; : : : ; a_N ) ∈ Z. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ s ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

∑_s i=1 ±%(g(a_i); g(a_{i+1})) = ±%(g(a_1); g(a_{s+1}))+ ‘_s, ÇÄÅ ‘_s ∈ Z. îÏ a_{N+1} = a_1, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. □

• åÓÌÉ ÍÅÖÄÕ a_i É a_{i+1} ŒÓÔÁŒÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, a^′, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ:

deg(g; a_1; : : : ; a_i; a^′; a_{i+1}; : : : ; a_N ) = ind(g; a_1; : : : ; a_N ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. • úÎÁÞÅÎÉÅ ind(g; a_1; : : : ; a_N ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ a_1; : : : ; a_N , Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, a_1; : : : ; a_N ∈ S^1 É b_1; : : : ; b_M ∈ S^1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ %(a_i; a_{i+1}) ¡ ffi É %(b_i; b_{i+1}) ¡ ffi ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. äÏÂÁŒÌÑÑ ÔÏÞËÉ b_1; : : : ; b_M ÐÏ ÏÄÎÏÊ Ë ÔÏÞËÁÍ a_1; : : : ; a_N , ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ c_1; : : : ; c_{M+N} . óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ, deg(g; a_1; : : : ; a_N ) = deg(g; c_1; : : : ; c_{M+N} ) = deg(g; b_1; : : : ; b_M ). □

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÔÅÐÅÎØ deg(g : a_1; : : : ; a_N )^{def}= deg(g) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ g.

• ðÕÓÔØ g_t, 0 ≤ t ≤ 1, | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S^1 → S^1, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t; 0 ≤ t ≤ 1. ôÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ g_t ÏÔ t ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÅÍÅÊÓÔŒÏ g_t ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S^1 × [0; 1] → S^1. ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ S^1 → S^1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË a_1; : : : ; a_N ∈ S^1 É t_1; : : : ; t_M ∈ [0; 1] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x É y ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÕÇÅ a_ia_{i+1}, Á s_1 É s_2 | ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t_j ; t_{j+1}], ÔÏ %(g_{s1} (x); g_{s2} (y)) ¡ ß. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg(g_t; a_1; : : : ; a_N ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ g ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ±%(g_t(a_i); g_t(a_{i+1})) Œ ÓÕÍÍÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎØ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÚÎÁË ÍÅÎÑÅÔ- ÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg(g_t) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ ÄÌÑ n = 2. ðÕÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅŒÅÒÎÏ: f(x) ≠ x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ B_2. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : B_2 → S^1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(x) =^{x−f (x)}_{|x−f (x)|} (Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ | ÄÌÉÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ); ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_t : S^1 → S^1, 0 ≤ t ≤ 1, ÆÏÒÍÕÌÏÊ g_t(x; y) = g(tx; ty) É ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅÐÅÎØ deg(g_t). ïÞÅŒÉÄÎÏ, g_0(x; y) = const:, É ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ deg(g_0) = 0. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÄÅËÓ deg(g_1), ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ g_1(x; y) ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ÉÚÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÎÁÒÕ- ÖÕ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ Ó ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏÍ h_1(x; y) = (x; y). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ H_s(x; y) = sh_1(x; y) + (1 − s)g_1(x; y) ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ s ∈ [0; 1], É ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ h_s : S^1 → S^1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ h_s(x; y) = H_s(x; y)= |H_s(x; y)|. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ, deg(g_1) = deg(h_0) = deg(h_1) = 1 (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ). ðÏÜÔÏÍÕ deg(g_1) ≠ deg(g_0), É ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. □

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : B_n → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F^{−1} : X → B_n ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ B_n, É ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(a) = a. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f : X → X ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ F^{−1} ∘ f ∘ F | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B_n → B_n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ b ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F^{−1}(f(F (b))) = b, ÔÏ ÅÓÔØ f(a) = a, ÇÄÅ a = F (b). ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ K = {(x; y) | 1=2 ≤ x^2 + y^2 ≤ 1} ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÒÕÇÕ B_2 (É ÎÉËÁËÏÍÕ B_n), ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : K → K, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÊ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÛÁÒ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÎÉËÁËÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ É ÄÒ.