
íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 10

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ p : E → B | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F , É ÐÕÓÔØ U1; U2 ⊂ B | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å.
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ �1 : p−1(U1) → F É �2 : p−1(U2) → F . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ
p−1(b) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ U1∩U2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÅÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ �12(b) def= �1 ◦�−1

2 : F → F , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
ÐÅÒÅÈÏÄÁ: �12(b) ◦ �21(b) = idF ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈ U1 ∩ U2 É �12(b) ◦ �23(b) ◦ �31(b) = idF ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈ U1 ∩ U2 ∩ U3.

ðÕÓÔØ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÌÏÑ F . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ p : E → B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ
ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ B = ⋃

� U� ÂÁÚÙ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÉÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ U� ∩ U� ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ��;�(b) ∈ G.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ × F ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÏÞËÁ f0, É G | ÇÒÕÐÐÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ f0 × ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÇÒÕÐÐÁ G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ÓÌÏÑÈ; ÅÓÌÉ ÂÁÚÁ B | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. åÓÌÉ G | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ
Ó ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ, É Ô.Ð.
ðÒÉÍÅÒ 3. åÓÌÉ F | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É G | ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ. ÷ ÓÌÏÑÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ F | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á G | ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. óÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ, ÉÈ ÓÌÏÉ ÉÍÅÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

ïÂÒÁÔÎÏ: ÐÕÓÔØ G | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (Ô.Å. ÇÒÕÐÐÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ-
ÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F . ðÕÓÔØ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å B ÚÁÄÁÎÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ:
B = ⋃

� U�, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ× �; � ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �� : U� ∩ U� → G,
ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔÏ×ÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ��� ◦ ��� = id É ��� ◦ ��
�
� = id (ÔÁÍ, ÇÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ). ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ⊔
� U� × F ÐÏ ÓËÌÅÊËÁÍ (x; e) ∼ (x; ���(x)(e)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ e ∈ F , ×ÓÅÈ �; � É x ∈ U� ∩ U� . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ p(x; e) = x. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, p ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F É
ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÂÁÚÏÊ B ÓÌÏÅÍ F É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ
FibreB;F;G): ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ p1 : E1 → B É p2 : E2 → B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ f : E1 → E2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p2 ◦ f = p1 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ∈ B ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �2|p−1

2 (b) ◦ f ◦ �−1
1

∣∣
p−1

1 (b) : F → F |
ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÕÓÔØ p : E → B | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G, X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,
Á f : X → B | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f∗E def= {(x; e) ∈ X × E | f(x) = p(e)} É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗p : f∗E → X ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ f∗p(x; e) = x.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗p : f∗E → X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ó ÂÁÚÏÊ X, ÓÌÏÅÍ F É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ
ÇÒÕÐÐÏÊ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ (ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).
÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ n, Ô.Å. ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÌÏÅÍ Rn É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ

ÇÒÕÐÐÏÊ GL(n;R). ÷ÁÖÎÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ:
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ p : E → B | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÂÁÚÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ B | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X ⊂ B | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É ÎÁÄ X ÚÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÅÞÅÎÉÊ
'1; : : : ; 'N : X → E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X ×ÅËÔÏÒÙ '1(x); : : : ; 'N (x) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÅË-
ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï p−1(x) ⊂ E. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÅÞÅÎÉÊ  1; : : : ;  M : B → E
(ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÍ B) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ∈ B ×ÅËÔÏÒÙ  1(b); : : : ;  N (b) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ p−1(b), É
ÐÒÉ x ∈ X ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ  i(x) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ  j(x) ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

1



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË, ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ B | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÌÅÔËÉ e, Á X | ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÁ. ðÕÓÔØ � : Bn → B |
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Bn | n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ p É
�∗p ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ B = Bn, X = @Bn.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ Bn ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ æÅÌØÄÂÁÕ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ
 1; : : : ;  k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ b ∈ Bn ÂÙÌÉ ÂÁÚÉÓÏÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å p−1(b). óÅÞÅÎÉÑ
'1; : : : ; 'N ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ Bn, ÐÏÌÁÇÁÑ 'i(b) = 'i(b= |b|) |b|. äÏÂÁ×ÉÍ Ë '1; : : : ; 'N ÅÝÅ ÓÅÞÅÎÉÑ  i(b)(1−
|b|), É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÐÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓ-
ÓÌÏÅÎÉÊ V1 É V2 Ó ÏÄÎÏÊ ÂÁÚÏÊ B (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ n1 É n2) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
V1⊗V2: ÓÌÏÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ Rn1 ⊗Rn2(= Rn1n2), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ U� ∩U� ÅÓÔØ �(1)

�� ⊗�(2)
�� .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ
V ∗ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÏÊ: ÅÇÏ ÓÌÏÊ (Rn)∗(= Rn), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ U� ∩ U� ÒÁ×ÎÏ (�−1

��)∗ = �∗��.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ p : E → B | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á
f : X × [0; 1] → B | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0 = f(·; 0) É f1 = f(·; 1). ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f∗0 p
É f∗1 p ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ V1 É V2 ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V ∗1 ⊗ V2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÓÌÏÑ V1 × ÓÌÏÊ V2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Iso(V1; V2) ⊂ V ∗1 ⊗V2, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ V1 É V2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Iso(V1; V2)
ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X × [0; 1] ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V1 = f∗p É V2 = (f0 ◦ u)∗p, ÇÄÅ u : X × [0; 1] → X | ÐÒÏÅËÃÉÑ
ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. üÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ X × {0}, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Iso(V1; V2) ÉÍÅÅÔ
ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄ X × {0}. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V ∗1 ⊗ V2; ÔÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1,
ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×ÓÅ X × [0; 1]. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÓÅÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅÍ Iso(V1; V2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÍÁÌÙÈ t ×ÓÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f∗t p ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ. ¤

ðÕÓÔØ G(N; k) | ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × RN . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ H ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (V; x),
V ∈ G(N; k), x ∈ V ⊂ RN , É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : H → G(N; k) ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(V; x) = V . ôÏÇÄÁ p Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ó ÂÁÚÏÊ G(N; k); ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
�. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : B → G(N; k) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f∗� Ó ÂÁÚÏÊ B.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ B | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ r ËÌÅÔÏË, É k ∈ Z>0. ôÏ-
ÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ f 7→ f∗� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ B → G(rk; k) É ËÌÁÓÓÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ k Ó ÂÁÚÏÊ B.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p : E → B | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÑ  1: : : : ;  rk, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ b ∈ B ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÌÏÊ p−1(b). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V = Rrk, × ËÏÔÏÒÏÍ  1; : : : ;  rk | ÂÁÚÉÓ. ôÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �b : V →
p−1(b), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ  i ×  i(b), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, dim Ker �b = rk−k. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å
f(b) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Ker �b; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p = f∗�. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f 7→ f∗�
| ÓÀÒßÅËÃÉÑ (ËÁÖÄÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ f∗� ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ f).

çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f 7→ f∗� ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅ-
ÎÉÑ f∗0 p É f∗1 p ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. óÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f∗p, ÇÄÅ f : B → G(N; k) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ 'i,
i = 1; : : : ; N ; ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ f∗0 p É f∗1 p, ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A ∈ GL(N;R). îÏ ÔÏÇÄÁ f1 = A ◦ f0. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ (× ÇÒÕÐÐÅ GL(N;R)) ÌÉÂÏ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ, ÌÉÂÏ × ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃÅÊ, ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ −1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 1. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0 É f1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ;
×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ  1 7→ − 1 É Ó×ÅÓÔÉ ÅÇÏ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ. ¤


