íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 10

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ëÌÁÓÓÉÆÉ- ËÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ p : E → B | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F , É ÐÕÓÔØ U_1; U_2 ⊂ B | ÔÒÉŒÉ- ÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ˘_1 : p^{−1}(U_1) → F É ˘_2 : p^{−1}(U_2) → F . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(b) ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ U_1 ∩ U_2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ¯_{12}(b)^{def}= ˘_1 ∘ ˘^{−1}_2 : F → F , ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ- ÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ïÞÅŒÉÄÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ: ¯_{12}(b) ∘ ¯_{21}(b) = id_F ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ U_1 ∩ U_2 É ¯_{12}(b) ∘ ¯_{23}(b) ∘ ¯_{31}(b) = id_F ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ U_1 ∩ U_2 ∩ U_3.

ðÕÓÔØ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÌÏÑ F . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ p : E → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ B = ⋃ ff U_ff ÂÁÚÙ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÕÀÝÉÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ U_ff ∩ U_fi ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ¯_{ff;fi}(b) ∈ G.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ Œ F ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÏÞËÁ f_0, É G | ÇÒÕÐÐÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ f_0 Œ ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G ÜÔÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÇÒÕÐÐÁ G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ÓÌÏÑÈ; ÅÓÌÉ ÂÁÚÁ B | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ. åÓÌÉ G | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ, É Ô.Ð.

ðÒÉÍÅÒ 3. åÓÌÉ F | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É G | ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍÉ. œ ÓÌÏÑÈ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ F | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á G | ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙ- ÍÉ, ÉÈ ÓÌÏÉ ÉÍÅÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

ïÂÒÁÔÎÏ: ÐÕÓÔØ G | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (Ô.Å. ÇÒÕÐÐÁ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ŒÚÑ- ÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F . ðÕÓÔØ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B ÚÁÄÁÎÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ: B = ⋃ ff U_ff, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff; fi ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_ff : U_ff ∩ U_fi → G, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔÏŒÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ¯_{fffi} ∘ ¯_{fiff} = id É ¯_{fffi} ∘ ¯_{fifl} ¯_{flff} = id (ÔÁÍ, ÇÄÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ). ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ⨆ ff U_ff × F ÐÏ ÓËÌÅÊËÁÍ (x; e) ∼ (x; ¯_{fffi} (x)(e)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1

e ∈ F , ŒÓÅÈ ff; fi É x ∈ U_ff ∩ U_fi. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ p(x; e) = x. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, p ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÂÁÚÏÊ B ÓÌÏÅÍ F É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ Fibre_{B;F;G}): ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ p_1 : E_1 → B É p_2 : E_2 → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E_1 → E_2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p_2 ∘f = p_1 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ∈ B ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_2|_p−1_{2 (b)} ∘f ∘ ˘^{−1}_1 | |_{p−11 (b)} :

F → F | ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÕÓÔØ p : E → B | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G, X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á f : X → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f^∗E^{def}= {(x; e) ∈ X × E | f(x) = p(e)} É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗p : f^∗E → X ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f^∗p(x; e) = x.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗p : f^∗E → X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ó ÂÁÚÏÊ X, ÓÌÏÅÍ F É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ (ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ). œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ n, Ô.Å. ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ ÓÌÏÅÍ R^n É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ GL(n; R). œÁÖÎÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ p : E → B | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÂÁÚÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ B | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ⊂ B | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÎÁÄ X ÚÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ’_1; : : : ; ’_N : X → E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X ŒÅËÔÏÒÙ ’_1(x); : : : ; ’_N (x) ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ p^{−1}(x) ⊂ E. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ _1; : : : ; _M : B → E (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ŒÓÅÍ B) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ∈ B ŒÅËÔÏÒÙ _1(b); : : : ; _N (b) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ p^{−1}(b), É ÐÒÉ x ∈ X ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ _i(x) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ _j (x) ÉÌÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ B | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÌÅÔËÉ e, Á X | ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÁ. ðÕÓÔØ Ø : B_n → B | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ (B_n | n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ p É Ø^∗p ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ B = B_n, X = @B_n.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ B_n ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ æÅÌØÄÂÁÕ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ _1; : : : ; _k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ b ∈ B_n ÂÙÌÉ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ p^{−1}(b). óÅÞÅÎÉÑ ’_1; : : : ; ’_N ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ B_n, ÐÏÌÁÇÁÑ ’_i(b) = ’_i(b= |b|) |b|. äÏÂÁŒÉÍ Ë ’_1; : : : ; ’_N ÅÝÅ ÓÅÞÅÎÉÑ _i(b)(1 − |b|), É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÐÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ V_1 É V_2 Ó ÏÄÎÏÊ ÂÁÚÏÊ B (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÎÏ- ÇÏ ÒÁÎÇÁ n_1 É n_2) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V_1 ⊗ V_2: ÓÌÏÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ R^{n1} ⊗ R^{n2} (= R^{n1 n2} ), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ U_ff ∩ U_fi ÅÓÔØ ¯^{(1)}_{fffi} ⊗ ¯^{(2)}_{fffi} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ V^∗ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÏÊ: ÅÇÏ ÓÌÏÊ (R^n)^∗(= R^n), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ U_ff ∩ U_fi ÒÁŒÎÏ (¯^{−1}_{fffi} )^∗ = ¯^∗_{fiff}.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ p : E → B | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á f : X × [0; 1] → B | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_0 = f(·; 0) É f_1 = f(·; 1). ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f^∗_0 p É f^∗_1 p ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ V_1 É V_2 ÓÌÏÊ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ V^∗_1 ⊗ V_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÓÌÏÑ V_1 Œ ÓÌÏÊ V_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Iso(V_1; V_2) ⊂ V^∗_1 ⊗ V_2, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ V_1 É V_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Iso(V_1; V_2) ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X × [0; 1] ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V_1 = f^∗p É V_2 = (f_0 ∘ u)^∗p, ÇÄÅ u : X ×[0; 1] → X | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. üÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ X × {0}, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Iso(V_1; V_2) ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄ X × {0}. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V^∗_1 ⊗ V_2; ÔÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ŒÓÅ X × [0; 1]. œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅÍ Iso(V_1; V_2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t ŒÓÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f^∗_t p ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. □

ðÕÓÔØ G(N; k) | ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ H ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (V; x), V ∈ G(N; k), x ∈ V ⊂ R^N , É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : H → G(N; k) ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(V; x) = V . ôÏÇÄÁ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ó ÂÁÚÏÊ G(N; k); ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ȷ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : B → G(N; k) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f^∗ȷ Ó ÂÁÚÏÊ B.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ B | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÅ r ËÌÅÔÏË, É k ∈ Z_{¿0}. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f → f^∗ȷ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ B → G(rk; k) É ËÌÁÓÓÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ k Ó ÂÁÚÏÊ B. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ p : E → B | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k. óÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÑ _1: : : : ; _{rk}, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ b ∈ B ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÌÏÊ p^{−1}(b). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = R^{rk}, Œ ËÏÔÏÒÏÍ _1; : : : ; _{rk} | ÂÁÚÉÓ. ôÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸_b : V → p^{−1}(b), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ _i Œ _i(b), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, dim Ker ¸_b = rk − k. œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f(b) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Ker ¸_b; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p = f^∗ȷ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → f^∗ȷ | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ (ËÁÖÄÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ f^∗ȷ ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ f).

çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f → f^∗¯ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 2 ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f^∗_0 p É f^∗_1 p ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. óÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f^∗p, ÇÄÅ f : B → G(N; k) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ ’_i, i = 1; : : : ; N; ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ f^∗_0 p É f^∗_1 p, ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A ∈ GL(N; R). îÏ ÔÏÇÄÁ f_1 = A∘f_0. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ (Œ ÇÒÕÐÐÅ GL(N; R)) ÌÉÂÏ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ, ÌÉÂÏ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ −1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 1. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_0 É f_1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ _1 → −_1 É ÓŒÅÓÔÉ ÅÇÏ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ. □