íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 2

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÍÅÔÏÄÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÄÅÌÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ∅ ⊂ X É X ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ.

2) åÓÌÉ {U_ff} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÌÀÂÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ), ÔÏ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ ff U_ff ÏÔËÒÙÔÏ.

3) åÓÌÉ U_1 É U_2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U_1 ∩ U_2 ÏÔËÒÙÔÏ.

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ; ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅŒÅÒÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X \ Y ÏÔËÒÙÔÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙ- ÔÙÍÉ. ðÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÅÊ \ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ËÏÍËÁ ÔÅÓÔÁ": ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ∅ É ŒÓÅ X.

ðÒÉÍÅÒ 2. X = R; ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ u ∈ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (u − ”; u + ”) ⊂ U; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1{3 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2: X = R^n; ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ u ∈ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ {x ∈ R | |x − u| ¡ ”} ⊂ U, ÇÄÅ ÄÌÑ a = (a_1; : : : ; a_n) ∈ R ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ |a| = ‖a‖_2^{def}= √∑_n i=1 a^2_i . óŒÏÊÓÔŒÁ 1{3, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÌÏÖÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, |a| = ‖a‖_1^{def}=

∑_n i=1 |a_i|, ÉÌÉ |a| = ‖a‖_∞^{def}= max^n_{i=1} |a_i|. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ R^n ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖a‖_∞ ≤ ‖a‖_1 ≤ n ‖a‖_∞ É ‖a‖_∞ ≤ ‖a‖_2 ≤ √ n ‖a‖_∞, ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

óÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÅÔ ŒÏÚÎÉËÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ; ŒÏÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.

1. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ üÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 3: ÐÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ) % : X × X → R_{≥0} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ %(x; y) = %(y; x) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ), %(x; y) = 0 ⇐⇒ x = y (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ) É %(x; z) ≤ %(x; y) + %(y; z) (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y; z ∈ X. ôÏÇÄÁ Œ X ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B_”(x)^{def}= {y ∈ X | %(y; x) ¡ ”} ⊂ U. óŒÏÊÓÔŒÁ 1 É 2 ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙ, Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B_{”1} (x) ⊂ U_1 É B_{”2} (x) ⊂ U_2, ÔÏ B_”(x) ⊂ U_1 ∩ U_2, ÇÄÅ ” = min(”_1; ”_2).

œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ, ÄÁÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, %(a; b) = |b − a|, ÇÄÅ |·| = ‖·‖_1, ‖·‖_2 ÉÌÉ ‖·‖_∞. óÉÍÍÅÔÒÉÑ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÍÅÔÒÉË ÏÞÅŒÉÄÎÙ; ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÄÌÑ ‖·‖_1 ÉÌÉ ‖·‖_∞; ÄÌÑ ‖·‖_2 ÏÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÏÓØ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ.

2. äÅËÁÒÔÏŒÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ äÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X × Y ÄŒÕÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X × Y ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (x; y) ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X, V ⊂ Y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x ∈ U, y ∈ V É U × V ⊂ A. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R^n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ R^n Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÒÉËÉ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y ⊂ X. ôÏÇÄÁ ÎÁ Y ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ Y ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ V = Y ∩ U ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ- ËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X. óŒÏÊÓÔŒÁ 1{3 ÏÞÅŒÉÄÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ: S^1 = {(x; y) | x^2 + y^2 = 1} ⊂ R^2, ÉÌÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ R^n, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ R^n ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. 1

4. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ: X = ⨆ ff X_ff. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ X_ff ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {X_ff | ff ∈ A}, ÇÄÅ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÓÞÉÔÁÅÔ- ÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ⨆ ff∈A X_ff ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ (ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : X → {X_ff} (ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_ff ∋ x | ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, X_ff ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : {X_ff} → Y Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ∘ p : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ X = [0; 1], X_0 = {0; 1}, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ X_ff ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ {X_ff} Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ \ÏÔÒÅÚÏË ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ" É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [0; 1]=(0 ∼ 1). ïÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {z ∈ C | |z| = 1}: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → S^1 ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(t) = e^{2ßit}, 0 ¡ t ¡ 1, É f({0; 1}) = 1. ïÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ g = f ∘ p : [0; 1] → S^1 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(t) = e^{2ßit} É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔ Œ S^1 ÏÂÒÁÚ f(p((a; b) ∩ [0; 1])) ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ a É b. îÏ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ, ÅÓÌÉ ÎÅÐÕÓÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÕÇÏÊ (ÂÅÚ ËÏÎÃÏŒ) Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 ⊂ C = R^2 É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ Œ R^2.

ðÒÉÍÅÒ 5. òÁÚÏÂØÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1 ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ n ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ {x; xı; : : : ; xı^{n−1}}, ÇÄÅ x ∈ S^1, ı = e^{2ßi=n}. ôÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ {X_ff} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : [0; 1]=(0 ∼ 1) → {X_ff} ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g = f ∘ p : [0; 1] → {X_ff} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(t) = {e^{2ßit=n}; e^{2ßi(t+1)=n}; : : : ; e^{2ßi(t+n−1)=n}}. ðÒÏŒÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ R ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÔÏÒÅ T^2 = S^1 × S^1: ÞÉÓÌÕ t ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A_t, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ A_t(u; v) = (ue^{it}; ve^{¯it}); ÚÄÅÓØ u; v ∈ S^1 = {z ∈ C | |z| = 1} É ¯ ∈ R. úÄÅÓØ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ:

1. ¯ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, Ô.Å. ¯ = k=l, ÇÄÅ k; l ∈ Z œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ G = {ln | n ∈ Z}, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ T^2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÆÁËÔÏÒÁ R=G. ëÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÞÎÏÅ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ k=l ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ), Ô.Å. A_{t1} = A_{t2} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ t_1 − t_2 ∈ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÂÉÔÕ ÔÏÞËÉ x, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ O_x = {A_t(x) | t ∈ R}. æÏÒÍÕÌÁ t → A_t(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; l] ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ É ÔÏÞËÁÍÉ O_x. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ O_x ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ l ÔÏÞÅË (u; v) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ u = 1, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË (1; v_0), ÔÏ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ v ÒÁŒÎÙ v_0e^{2ßik=l}; v_0e^{4ßik=l}; : : : . ðÏÓËÏÌØËÕ k É l ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (Œ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) Ó ÔÏÞËÁÍÉ (1; v_0); (1; v_0e^{2ßi=l}); : : : ; (1; v_0e^{2ßi(l−1)=l}). ïÔÏÂÒÁÖÁÑ ÏÒÂÉÔÕ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË, ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 5, ÔÏ ÅÓÔØ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.

2. ¯ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ R É ÐÌÏÔÎÁ Œ T^2, Ô.Å. ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ T^2 (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ V = {X_ff | ff ∈ A} | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÒÂÉÔ. ðÕÓÔØ X_fi =∈ V ; ÐÏÓËÏÌØËÕ X_fi ÐÌÏÔÎÁ Œ T^2, ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U = ⨆ ff∈A X_ff. îÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ X_fi ∩ X_ff = ∅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ≠ fi. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÒÂÉÔ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ \ËÏÍËÁ ÔÅÓÔÁ" ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1).

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X_ff, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ- ÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ x_ff. âÕËÅÔÏÍ ⋁ ff X_ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⨆ ff X_ff (Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ x_ff ÓËÌÅÅÎÙ Œ ÏÄÎÕ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÂÕËÅÔÁ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÕËÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÆ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ É k ÒÅÂÒÁÍÉ-ÐÅÔÌÑÍÉ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÄÒÕÇÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(U) = {x ∈ X | f(x) ∈ U} ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ.

ëÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÎÁÂÏÒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A Œ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂSSÅËÔ B (ŒÏÚÍÏÖÎÏ B = A). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f : A → B É g : B → C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g ∘ f : A → C, ÐÒÉÞÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ: h ∘ (g ∘ f) = (h ∘ g) ∘ f. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ 1A : A → A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ∘ 1A = f É 1A ∘ g = g ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f É g.

æÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ U Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ F ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ U É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : A → B, ÔÏ F (f) : F (A) → F (B), ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ: F (1_A) = 1_{F (A)}, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ: F (f ∘ g) = F (f) ∘ F (g).

ðÒÉÍÅÒ 8. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Set ÍÎÏÖÅÓÔŒ: ÏÂSSÅËÔÙ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÌÀÂÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ: ÏÂSSÅËÔÙ | ÇÒÕÐÐÙ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ ÇÒÕÐÐ. é Ô.Ð.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Top: ÏÂSSÅËÔÙ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

\úÁÂÙŒÁÀÝÉÊ" ÆÕÎËÔÏÒ Top → Set: ËÁÖÄÏÍÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÎÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ | ÏÎÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

íÏÒÆÉÚÍ f : A → B ÍÅÖÄÕ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÍÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, Ô.Å. ÍÏÒÆÉÚÍ g : B → A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g∘f = 1_A É f ∘g = 1_B . ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ f : A → B ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ Exch_f : U → U, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ A Œ B, B Œ A, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. íÏÒÆÉÚÍÙ h : A → C, ÇÄÅ C ≠ A; B, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ Exch_f (h) = h ∘ g : B → C, ÍÏÒÆÍÚÍÙ h : C → A, ÇÄÅ C ≠ A; B, | Œ Exch_f (h) = f ∘ h : C → B; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ B → C É C → B. íÏÒÆÉÚÍÙ h : A → A ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ Exch_f (h) = f ∘ h ∘ g : B → B, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ h : B → B. íÏÒÆÉÚÍÙ h : A → B ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ Exch_f (h) = g ∘ h ∘ g : B → A; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ h : B → A. œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ. îÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ \Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ U" ÏÂSSÅËÔÙ A É B ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ: ŒÓÑËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ A, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ U, ŒÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ B, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É Y , ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Top, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. œ ÌÅËÃÉÉ 1 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ⊂ R ÓŒÑÚÅÎ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ïÂÒÁÚ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓŒÑÚÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ÓŒÑÚÎÏ É f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÕÓÔØ f(X) = A ∪ B, ÇÄÅ A; B ⊂ f(X) ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É A∩B = ∅. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ f(X) ⊂ Y ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A = U ∩f(X) É B = V ∩f(X), ÇÄÅ U; V ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙ É U ∩V ∩f(X) = ∅. îÏ ÔÏÇÄÁ X = f^{−1}(U)∪f^{−1}(V ), ÇÄÅ f^{−1}(U) = f^{−1}(A) É f^{−1}(V ) = f^{−1}(B) ÏÔËÒÙÔÙ É ÎÅÐÕÓÔÙ, É f^{−1}(U) ∩ f^{−1}(V ) = ∅. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ X. □

îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÉ a É b ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ ËÒÉŒÁÑ, Ô.Å. ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → X, ÞÔÏ f(0) = a, f(1) = b.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. œŒÅÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ a ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ó ÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl(t) ≡ a. åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ fl ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É b, ÔÏ ËÒÉŒÁÑ fl^{−1}(t)^{def}= fl(1 − t) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ b É a. åÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ fl_1 ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É b, Á ËÒÉŒÁÑ fl_2ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ b É c, ÔÏ

ËÒÉŒÁÑ fl(t) = { fl_1(2t); 0 ≤ t ≤ 1=2; fl_2(2t − 1); 1=2 ≤ t ≤ 1

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ (ÐÏÞÅÍÕ?) É ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ b É c. □

ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÏÄÎÁ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ìÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÎÏ X = U_1 ∪ U_2 | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. œÏÚØÍÅÍ a ∈ U_1, b ∈ U_2 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ f, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ a É b. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ V_1 = f^{−1}(U_1), V_2 = f^{−1}(U_2), ÔÏ V_1; V_2 ⊂ [0; 1] ÏÔËÒÙÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ), ÎÅ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ U_1 É U_2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ) É V_1 ∪ V_2 = [0; 1]. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] □

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓŒÑÚÎÏÓÔØ R^n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n, Á ÔÁËÖÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙ- ÐÕËÌÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R^n (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ a É b, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ⊂ X, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(t) = (1 − t)a + tb).

ðÒÉÍÅÒ 9. îÅ ÌÀÂÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ X = Q (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÕÎÁÓÌÅÄÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ R), É ÐÕÓÔØ A ⊂ X | ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ, a É b. ðÕÓÔØ a ¡ b; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ff ∈ R \ Q ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a ¡ ff ¡ b. íÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1 = A ∩ (−∞; ff) É U_2 = A ∩ (ff; +∞) ÏÔËÒÙÔÙ (ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ A Ó ÏÔËÒÙÔÙÍÉ), ÎÅÐÕÓÔÙ (a ∈ U_1, b ∈ U_2), ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É A = U_1 ∪ U_2 | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A ÎÅ ÓŒÑÚÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q | ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ (ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ), ÎÏ ÏÎÉ ÎÅ ÏÔËÒÙÔÙ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ (ÉÌÉ ËÏÍÐÁËÔÏÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff ⊂ X ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ⋃ ff U_ff = X, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff_1; : : : ; ff_N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U_{ff1} ∪ · · · ∪ U_{ffN} = X.

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ˝ = {(x_1; : : : ; x_n) | a_i ≤ x_i ≤ b_i ∀i = 1; : : : ; n} ⊂ R^n | ËÏÍÐÁËÔ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ⋃ ff U_ff = ˝. òÁÚÄÅÌÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ˝ ÎÁ 2^n ÞÁÓÔÅÊ, ÒÁÚÒÅÚÁŒ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ ÐÏÐÏÌÁÍ | ÐÏÌÕ- ÞÁÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ a^{(1)}_i ≤ x_i ≤ b^{(1)}_i =2 (ÇÄÅ ÌÉÂÏ a^{(1)}_i = a_i, b^{(1)}_i = (a_i + b_i)=2, ÌÉÂÏ a^{(1)}_i = (a_i +b_i)=2, b^{(1)}_i = b_i ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i). åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff, ÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. œ ÐÒÏ- ÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ˝_1 ⊂ ˝, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ U_ff ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ; ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ Ó ÎÉÍ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ˝_2 ⊂ ˝_1, É Ô.Ä.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ [a_i; b_i] ⊃ [a^{(1)}_i ; b^{(1)}_i ] ⊃ [a^{(2)}_i ; b^{(2)}_i ] ⊃ : : : Ó ÄÌÉÎÁÍÉ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ y_i; ÐÕÓÔØ y = (y_1; : : : ; y_n) ∈ ˝. ðÕÓÔØ ff_0 | ÉÎÄÅËÓ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ U_{ff0} . íÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{ff0} ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÛÁÒ B_”(y) ÒÁÄÉÕÓÁ ” Ó ÃÅÎÔÒÏÍ y ÌÅÖÉÔ Œ U_{ff0} . ðÏÓËÏÌØËÕ y ∈ ˝_n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n É ÄÉÁÍÅÔÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝_n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n → ∞, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ˝_n ⊂ B_”(y) ⊂ U_{ff0} , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ˝_n ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ïÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ | ËÏÍÐÁËÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, X | ËÏÍÐÁËÔ, É f(X) ⊂ Y ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ f(X) = ⋃ ff U_ff, ÇÄÅ U_ff ⊂ f(X) ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ U_ff = f(X) ∩ W_ff, ÇÄÅ W_ff ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÏ. ôÏÇÄÁ V_ff^{def}= f^{−1}(U_ff) = f^{−1}(W_ff) ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, É ⋃ ff V_ff = X. œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÙ ff_1; : : : ; ff_N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ X = V_{ff1} ∪ · · · ∪ V_{ffN} , ÏÔËÕÄÁ f(X) = U_{ff1} ∪ · · · ∪ U_{ffN} , É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 6. åÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á Y ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ Y ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Y = ⋃ ff U_ff, ÇÄÅ U_ff ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U_ff = Y ∩ V_ff, ÇÄÅ V_ff ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ. ôÏÇÄÁ X = ⋃ ff V_ff ∪ (X \ Y ); ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff_1; : : : ; ff_N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ X = V_{ff1} ∪ · · · ∪ V_{ffN} ∪ (X \ Y ). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Y = U_{ff1} ∪ · · · ∪ U_{ffN} , É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ èÁÕÓÄÏÒÆÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ X, a ≠ b, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ∋ a, B ∋ b ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A ∩ B = ∅. ðÕÓÔØ Y ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË a ∈ Y É b =∈ Y ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{a;b} ∋ a É V_{a;b} ∋ b. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ b =∈ Y ÉÍÅÅÍ Y ⊂ ⋃ a;b U_{a;b}, ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ Y ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ a_1; : : : ; a_N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Y ⊂ U_{a1 ;b} ∪· · ·∪U_{aN ;b}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ V_b = V_{a1;b} ∩· · ·∩V_{aN ;b} ÏÔËÒÙÔÏ, b ∈ V_b É V_b ∩ Y = ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X \ Y = ⋃ b∈X\Y Vb | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ . ôÅÏÒÅÍÁ 7 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ \ÈÏÒÏÛÉÈ" ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 5 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ É ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ (ÉÌÉ, ÓËÏÒÅÅ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ) ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ | ËÏÍÐÁËÔ, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚ | ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÔÏÞËÕ). œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔ (ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ), Á ÏÂÒÁÚ | ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ (ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, ÅÇÏ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ´ : Y → X, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÅ ÖÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ R^n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ èÁÕÓÄÏÒÆÁ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n ÚÁÍËÎÕ- ÔÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_i = B_i(0) (ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ i Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, X ⊂ ⋃ i U_i = R^n; ÅÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ X ⊂ U_{i1} ∪ · · · ∪ U_{iN} = U_{max(i1 ;:::;iN )} | ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, X ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝ ⊂ R^n; ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 É ÐÒÉÍÅÒÁ 10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. □