íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 3

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÕÐÐÏÉÄ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐ- ÐÁ.

çÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f_0 : X → Y É f_1 : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X × [0; 1] → Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x; 0) = f_0(x) É f(x; 1) = f_1(x). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÚÁÐÉÓØ f_0 ∼ f_1; ÞÁÓÔÏ ŒÍÅÓÔÏ f(x; t) ÐÉÛÕÔ f_t(x)). ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

ìÅÍÍÁ 1. çÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X → Y . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÓÁÍÏ ÓÅÂÅ; ÅÓÌÉ f ∼ g, ÔÏ g ∼ f, É ÅÓÌÉ f ∼ g ∼ h, ÔÏ f ∼ h.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ f Ó ÓÏÂÏÊ: F (x; t) = f(x). åÓÌÉ F | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ f Ó g, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ~F (x; t) = F (x; 1 − t) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ g Ó f. åÓÌÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ F_1 ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ f Ó g, Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ F_2

| g Ó h, ÔÏ f ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó h ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ F (x; t) = (F_1 · F_2)(x; t) = { F_1(x; 2t); 0 ≤ t ≤ 1=2; F_2(x; 2t − 1); 1=2 ≤ t ≤ 1 . □ ìÅÍÍÁ 2. çÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: ÅÓÌÉ f_0 ∼ f_1 É g_0 ∼ g_1, ÇÄÅ f_0; f_1 : X → Y , Á g_0; g_1 : Y → Z, ÔÏ g_0 ∘ f_0 ∼ g_1 ∘ f_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÑÀÝÁÑ g_0 ∘ f_0 Ó g_1 ∘ f_1, ÜÔÏ g_t ∘ f_t. □

ïÂSSÅËÔÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hom ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ X → Y | ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ F : X → Y É G : Y → Z | ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, É f ∈ F , g ∈ G | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÔÏ G ∘ F | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g ∘ f; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ f; g ËÌÁÓÓÏŒ F; G. åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ 1_X Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ id : X → X.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É Y ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y É g : Y → X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ g ∘ f ∼ id_X É f ∘ g ∼ id_Y .

ðÒÉÍÅÒ 1. X = R^2 \ {(0; 0)} ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Y = {(x; y) | x^2 + y^2 = 1}. úÄÅÓØ f(x; y) = (x= √ x^2 + y^2; y= √ x^2 + y^2), Á g(x; y) = (x; y). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ∘ g = id_Y , Á g ∘ f = F_0 : X → X | ÐÒÏÅËÃÉÑ F_0(x; y) = (x= √ x^2 + y^2; y= √ x^2 + y^2). çÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ F_0 Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÔØ F_t(x; y) = (x=(t + (1 − t) √ x^2 + y^2); y=(t + (1 − t) √ x^2 + y^2)).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÕÐÐÏÉÄ Œ X | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ˝(X), ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ a ∈ X, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ a → b | ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ a É b. ðÕÔØ ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl : [0; 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl(0) = a, fl(1) = b, Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÐÕÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1]^2 → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (0; s) = a É F (1; s) = b ÄÌÑ ŒÓÅÈ s ∈ [0; 1] (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, t → F (t; s) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÕÔÅÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ a É b). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ G_1 | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ ÉÚ a Œ b, Á G_2 | ÐÕÔÅÊ ÉÚ b Œ c. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ fl_1 ∈ G_1 É

fl_2 ∈ G_2 É ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ G_1 · G_2 ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÉ fl(t) = { fl_1(2t); 0 ≤ t ≤ 1=2 fl_2(2t − 1); 1=2 ≤ t ≤ 1 . úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÕÔÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÒÁÎÚÉ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ Œ ÌÅÍÍÅ 1. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÕÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ u_a : pt → X É u_b : pt → X; ÚÄÅÓØ pt | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, Á u_c | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ Œ ÔÏÞËÕ c ∈ X.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÕÐÐÏÉÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÒÁÔÉÍ (ÔÁ- ËÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁÍÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ: Á) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏŒ G_1 É G_2, Â) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, Œ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, Ç) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 1

ÏÂÒÁÔÎÙÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ É ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ç).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÕÔÉ fl, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ a É b, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÕÔØ ffi, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ b É a ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÕÔØ fl · ffi ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ. œÏÚØÍÅÍ ffi(t) = fl(1 − t); ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ:

F (t; s) = fl(t); 0 ≤ t ≤ 1 − s; fl(1 − s); 1 − s ≤ t ≤ s; fl(1 − t); s ≤ t ≤ 1: . □

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ X É ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ a ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ a → a ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ G_a. ìÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f : a → b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÍÚÍÏÍ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Exch_f ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G_a É G_b, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÁË: ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ G_b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ f^{−1} ∘ x ∘ f ∈ G_a; ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÍÚÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏ ÍÏÒÆÉÚÍÕ f^{−1} : b → a. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ b = a, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G_a → G_a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ f (ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ).

äÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ ˝(X) ÇÒÕÐÐÁ G_a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ß_1(X; a) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Œ ÔÏÞËÅ a; ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ (ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X), ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ß_1(X; a) É ß_1(X; b) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ; ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ ÍÅÖÄÕ a É b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ß_1(S^1) = Z. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ß_1(S^1; b) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ fl : [0; 1] → S^1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fl(0) = fl(1) = b. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S^1 → S^1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ b Œ ÓÅÂÑ.

ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 1, ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : S^1 → S^1 ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÃÅ- ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÓÔÅÐÅÎØ deg f, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ deg : ß_1(S^1) → Z; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

1. deg | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÕÓÔØ fl_1; fl_2 : S^1 → S^1 | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ fl_1(b) = b = fl_2(b). ðÕÓÔØ b = a_1; a_2; : : : ; a_{N1} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl_1, Á b = c_1; : : : ; c_{N2} | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ fl_2. úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ d_1; : : : ; d_{N1+N2} , ÇÄÅ ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ ÔÏÞËÉ d_i ÐÒÉ 1 ≤ i ≤ N_1 ÒÁŒÅÎ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÏÞËÉ a_i, Á ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ ÔÏÞËÉ d_i ÐÒÉ N_1 + 1 ≤ i ≤ N_1 + N_2 | ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÏÞËÉ c_{i−N1} ÐÌÀÓ ß. ïÞÅŒÉÄÎÏ, d_i ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl_1 · fl_2, É ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁŒÎÏ deg fl_1 + deg fl_2.

2. deg | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ deg fl_0 = 0, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl_0 : S^1 → S^1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ fl_1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÍÕ ŒÓÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ b. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` : [0; 1] → R, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ `(t) = ind_{[0;t]}(fl_0). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÄÕÇÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ b = fl_0(0) = fl_0(1) É fl_0(t) ÒÁŒÎÁ 2ß`(t) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ 2ß. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ `_s(t) = (1 − s)`(t), 0 ≤ s ≤ 1. ôÏÇÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl_s(t) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÄÕÇÉ ÍÅÖÄÕ b É fl_s(t) ÒÁŒÎÁ 2ß`_s(t) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÃÅÌÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ 2ß | Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ fl_s(t) = exp(2ßi`_s(t)). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ fl_s | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ fl_0 É fl_1.

3. deg | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ éÍÅÅÍ deg id_S1 = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ deg : G → Z | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ Z.