
íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 4

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. îÁËÒÙÔÉÑ: ÐÒÉÍÅÒÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �1(S1) = Z. ëÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÇÒÁÅÔ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 
 : [0; 1] → S1 ÞÉÓÌÁ ind(
) ∈ R ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ 
(0) def= b É 
(1) ÒÁ×ÎÁ 2� ind(
) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ
2�. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �(t) def= ind[0;t](
), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : [0; 1] → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ
p ◦ � = 
, ÇÄÅ p : R→ S1 ÚÁÄÁÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ p(t) = e2�it (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ b = 1).

ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E, B, F | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : B → E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ
F , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U (Ô.Å. ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ B,
ÞÔÏ b ∈ U) É ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → F , ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → U × F , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
�(x) = (p(x); �(x)) (\ÇÒÁÆÉË" �), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, E | ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, F | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ, p | ÐÒÏÓÔÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á � | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ (× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U). ðÏÓËÏÌØËÕ � | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ
p−1(b) | ÔÁËÖÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ {b} × F . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ
ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÓÌÏÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F
ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ Ñ×ÎÏ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ôÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (× Ô.Þ. ÎÁËÒÙÔÉÅ): E = B × F , p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ U = B É � : B × F → F | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ðÒÉÍÅÒ 2. õÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÉÊÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁËÒÙÔÉÑ: E = R, B = S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, p : R→ S1 ÚÁÄÁÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ p(t) = e2�it. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å U 3 b
ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÄÕÇÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ b É 1 É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ×ÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ. ôÏÇÄÁ
ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1(U) ⊂ R | ÓÞÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.
ëÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ F = Z É ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å �(x)
ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÔÏÍÕ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ × p−1(U), ÞÔÏ É x.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ E | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ G. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏ ÇÏ-
ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G × ÇÒÕÐÐÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× E → E (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Ag : E → E, ÐÒÉÞÅÍ Ag1g2 = Ag2 ◦ Ag1). äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ E ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U É Ag(U) ÉÍÅÀÔ
ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ G, ÔÏ g | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ag = idE
É Ag(U) = U). ðÕÓÔØ B | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ E
ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞÅË x É Ag(x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ g ∈ G); p : E → B | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ (ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ).

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ F | ÇÒÕÐÐÁ G Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÐÕÓÔØ b ∈ B | ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ x ∈ b ⊂ E. ðÕÓÔØ U 3 x | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÔÏÇÄÁ b ∈ V , ÇÄÅ V def= p(U) ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ).
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ p−1(V ) = ⊔

g∈GAg(U); ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ � ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÓÑËÏÍÕ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ y ∈ p−1(V ) ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ!) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ y ∈ Ag(U).

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁËÒÙÔÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉÍÅÒÁ 3. úÄÅÓØ ÇÒÕÐÐÁ G = Z ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ E = R:
An(t) = t + n ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ Z É t ∈ R. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
p ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ.

äÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉÍÅÒÁ 3: ÇÒÕÐÐÁ G = Z=2Z = {0; 1} ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn: A0 = id, Á A1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ × ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ RPn;
ÐÒÉÍÅÒ 3 ÄÁÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : Sn → RPn, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË.

ìÅÍÍÁ 1 (Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÐÕÔÉ). ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, p(x) = b, É ÐÕÓÔØ 
 : [0; 1] → B | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ
ÐÕÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 
(0) = b. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p ◦ � = 
 É
�(0) = x.
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÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ p : R → S1 ÌÅÍÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, Ô.Ë. ÏÎ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É, ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ B ÂÙÌÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ÷ÏÔ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ B:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÔÏÞÅË t ∈ [0; 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ [0; t] ÐÕÔØ � ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; s]. íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÎÅÐÕÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 0 ∈ T ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ T ÏÔËÒÙÔÏ É
ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÔËÒÙÔÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ t ∈ T . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ B ÔÏÞËÉ 
(t) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÑ � : p−1(U) → F , ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ; ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 
(s) ∈ U ÐÒÉ
s ∈ (t − "; t + "). ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ � : [0; t] → E ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ◦ � : (t − "; t] → F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ (t − "; t] Ó×ÑÚÎÏ, Á F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ '. ðÏÌÏÖÉÍ
ÔÅÐÅÒØ �(s) = �−1(
(s); '), ÇÄÅ � = p× � (ËÁË × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁËÒÙ-
ÔÉÑ � : p−1(U) → U × F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, � : (t − "; t + ") → E ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É p ◦ � = 
. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ [0; s] ÐÒÉ ×ÓÑËÏÍ s ∈ (t− "; t+ "), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T
ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ t∗ ∈ [0; 1] ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (t∗ − "; t∗ + ") ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó T . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ B ÔÏÞËÉ 
(t) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ � : p−1(U) → F , ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ × ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ; ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 
(s) ∈ U ÐÒÉ s ∈ (t − "; t + "). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ t ∈ T
É 0 ≤ s ≤ t, ÔÏ s ∈ T ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [0; t) ⊂ T . ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ � : [0; t] → E ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
� ◦ � : (t − "; t) → F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ (t − "; t) Ó×ÑÚÎÏ, Á F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ);
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ '. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ �(t) = �−1(
(t); '), ÇÄÅ � = p×� (ËÁË × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ � : p−1(U) → U × F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, � : (t − "; t] → E ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ
É p ◦ � = 
. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ [0; s] ÐÒÉ ×ÓÑËÏÍ s ∈ [0; t], ÔÏ ÅÓÔØ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] | Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, T = [0; 1], ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ. ¤

ìÅÍÍÁ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 
 : X × [0; 1] → B | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, Á �0 : X → E | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
p ◦ �0 = 
|X×{0}. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X × [0; 1] → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ◦ � = 
 É
�|X×{0} = �0

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ X ÐÕÓÔØ �(x; t) | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÕÔÉ t 7→ 
(x; t) Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ
�(x; 0) = �0(x). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÔÁËÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �.

ðÕÓÔØ x ∈ X, t ∈ [0; 1], É U ⊂ B | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 
(x; t) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ
� : p−1(U) → F . îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕ t ÈÏÒÏÛÅÊ ÄÌÑ x, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ X ÔÏÞËÉ x ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ 
(V × (t− "; t+ ")) ⊂ U É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ t′ ∈ (t− "; t+ ") ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �|V×{t′} ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
Tx ⊂ [0; 1] ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÈÏÒÏÛÉÈ ÄÌÑ x. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Tx ÏÔËÒÙÔÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ t∗ | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Tx, Ô.Å. (t∗ − "; t∗ + ") ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ " > 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Tx. ðÕÓÔØ
U ⊂ B | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 
(x; t∗), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ � : p−1(U) → F . ÷ ÓÉÌÕ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ 
 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ X ÔÏÞËÉ x É ÞÉÓÌÏ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 
(V × (t∗ − "; t∗ + ")) ⊂ U .
ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t ∈ (t∗ − "; t∗ + "), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ Tx; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
V ′ 3 x É ÞÉÓÌÏ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t′ ∈ (t − �; t + �) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �|V×{t′} ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. âÅÚ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ V ′ ⊂ V É t′ ∈ (t∗ − "; t∗ + ").

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ◦� : V × (t∗− "; t∗+ ") → F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÏ s ∈ (t∗− "; t∗+ ") ÐÒÉ ÆÉË-
ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÔØ s 7→ �(x; s) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ ÐÏ s. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(�(x; s)) def= 'x ∈ F ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ s. ðÏÓËÏÌØËÕ � = p × � : p−1(U) → U × F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ �|V×{t′} ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �|V×(t∗−";t∗+") ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ t∗ ∈ Tx, É Tx ⊂ [0; 1] ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ
Tx ÔÁËÖÅ É ÏÔËÒÙÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ (0 ∈ Tx), ÉÍÅÅÍ Tx = [0; 1]. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÕÖÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ
t∗, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t ∈ Tx, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ V ⊂ X, x ∈ V , É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
�|V×(t∗−";t∗+") ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ � ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, É p(x) = b. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

 : [0; 1]n → B ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ 
(0; : : : ; 0) = b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � :
[0; 1]n → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(0; : : : ; 0) = x.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, É p(x) = b. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ p∗ : �1(E; x) → �1(B; b)
| ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ.



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → E, 
(0) = 
(1) = x, | ÐÅÔÌÑ, ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
Ker p∗. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f : [0; 1]2 → B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(0; s) = f(1; s) = b, f(t; 0) =
p(
(t)) É f(t; 1) = b ÄÌÑ ×ÓÅÈ t; s ∈ [0; 1]. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (ÌÅÍÍÁ 2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÜÔÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1]2 → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p(F (t; s)) = f(t; s),
F (0; 0) = x É F (t; 0) = 
(t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t; s. ðÏÓËÏÌØËÕ p(F (0; s)) = p(F (1; s)) = b, Á p−1(b) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
F (0; s) = const: = F (0; 0) = x É F (1; s) = const: = F (1; 0) = 
(1) = x. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F (t; 1) ∈ p−1(b) ÔÁËÖÅ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ F (t; 1) = F (0; 1) = x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F | ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÐÅÔÌÉ 
 × ÔÏÞËÕ x, ÔÏ ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ 
 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �1(E; x). ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �1(E; x) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÂÒÁÚÕ p∗(�1(E; x)) def= G ⊂ p∗(B; b). ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → B | ÐÅÔÌÑ.

(0) = 
(1) = b. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p ◦ � = 
 É
�(0) = x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ �(1) ∈ p−1(
). ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
ÐÕÔÉ 
, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1(
) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ | ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ×Ï×ÓÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(1) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ
ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ [
] ∈ �1(B; b); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ �([
]).
ôÅÏÒÅÍÁ 2. �(�1) = �(�2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �1�−1

2 ∈ p∗(�1(E; x)) ⊂ �1(B; b). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ p−1(b) É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �1(B; b)=p∗(�1(E; x)).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÙÅ 
1 É 
2 | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ× �1 É �2, Á �1 É �2 | ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. åÓÌÉ
�(�1) = �1(1) = �2(1) = �(�2), ÔÏ �1 · �−1

2 | ÐÅÔÌÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E. ôÏÇÄÁ 
1 · 
−1
2 = p ◦ (�1 · �−1

2 ), ÏÔËÕÄÁ
�1�−1

2 ∈ p∗(�1(E; x)).
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ �1�−1

2 ∈ p∗(�1(E; x)), É ÐÕÓÔØ � | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ 
1·
−1
2 . ÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÎÑÔÉÑ

� | ÐÅÔÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ �1(�1) = �(1=2) = �(�2).
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : �1(B; b)=p∗(�1(E; x)) → p−1(b) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.

óÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ y ∈ p−1(b). ðÏÓËÏÌØËÕ E ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
�(0) = x É �(1) = y. ôÏÇÄÁ y = �([
]), ÇÄÅ 
 = p ◦ �. ¤


