íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 4

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. îÁËÒÙÔÉÑ: ÐÒÉÍÅÒÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ß_1(S^1) = Z. ëÌÀÞÅŒÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÇÒÁÅÔ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl : [0; 1] → S^1 ÞÉÓÌÁ ind(fl) ∈ R ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ fl(0)^{def}= b É fl(1) ÒÁŒÎÁ 2ß ind(fl) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ 2ß. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÕ `(t)^{def}= ind_{[0;t]}(fl), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` : [0; 1] → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ p ∘ ` = fl, ÇÄÅ p : R → S^1 ÚÁÄÁÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ p(t) = e^{2ßit} (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ b = 1).

ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E, B, F | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : B → E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U (Ô.Å. ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ B, ÞÔÏ b ∈ U) É ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : p^{−1}(U) → F , ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ : p^{−1}(U) → U × F , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~(x) = (p(x); ˘(x)) (\ÇÒÁÆÉË" ˘), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, E | ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, F | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ, p | ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á ˘ | ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ (Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U). ðÏÓËÏÌØËÕ ~ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ p^{−1}(b) | ÔÁËÖÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ {b} × F . ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÓÌÏÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÑŒÎÏ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (Œ Ô.Þ. ÎÁËÒÙÔÉÅ): E = B × F , p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ U = B É ˘ : B × F → F | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ðÒÉÍÅÒ 2. õÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÉÊÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁËÒÙÔÉÑ: E = R, B = S^1 = {z ∈ C | |z| = 1}, F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, p : R → S^1 ÚÁÄÁÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ p(t) = e^{2ßit}. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ∋ b ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÄÕÇÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ b É 1 É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ŒÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(U) ⊂ R | ÓÞÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÓÄŒÉÇÏÍ ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ F = Z É ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ˘(x) ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÔÏÍÕ ÖÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ Œ p^{−1}(U), ÞÔÏ É x.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ E | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ G. äÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÏ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÇÒÕÐÐÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ E → E (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ A_g : E → E, ÐÒÉÞÅÍ A_{g1 g2} = A_{g2} ∘ A_{g1} ). äÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ E ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U É A_g (U) ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ G, ÔÏ g | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A_g = id_E É A_g (U) = U). ðÕÓÔØ B | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ E ÓËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÔÏÞÅË x É A_g (x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ g ∈ G); p : E → B | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ (ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ).

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ F | ÇÒÕÐÐÁ G Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ b ∈ B | ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ x ∈ b ⊂ E. ðÕÓÔØ U ∋ x | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, ÔÏÇÄÁ b ∈ V , ÇÄÅ V^{def}= p(U) ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ p^{−1}(V ) = ⨆ g∈G A_g (U); ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ˘ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ y ∈ p^{−1}(V ) ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ!) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ y ∈ A_g (U).

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁËÒÙÔÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉÍÅÒÁ 3. úÄÅÓØ ÇÒÕÐÐÁ G = Z ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ E = R: A_n(t) = t + n ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ Z É t ∈ R. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S^1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ.

äÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉÍÅÒÁ 3: ÇÒÕÐÐÁ G = Z=2Z = {0; 1} ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓ- ËÒÅÔÎÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^n: A_0 = id, Á A_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ Œ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ RP^n ; ÐÒÉÍÅÒ 3 ÄÁÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : S^n → RP^n , ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË.

ìÅÍÍÁ 1 (Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÐÕÔÉ). ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, p(x) = b, É ÐÕÓÔØ fl : [0; 1] → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÐÕÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ fl(0) = b. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÐÕÔØ ` : [0; 1] → E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p ∘ ` = fl É `(0) = x. 1

œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ p : R → S^1 ÌÅÍÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, Ô.Ë. ÏÎ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ B ÂÙÌÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. œÏÔ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ B:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÔÏÞÅË t ∈ [0; 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s ∈ [0; t] ÐÕÔØ ` ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; s]. íÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÎÅÐÕÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 0 ∈ T ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ T ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÔËÒÙÔÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ t ∈ T . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ B ÔÏÞËÉ fl(t) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉ- ÚÁÃÉÑ ˘ : p^{−1}(U) → F , ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ; ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl(s) ∈ U ÐÒÉ s ∈ (t − ”; t + ”). œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ` : [0; t] → E ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ∘ ` : (t − ”; t] → F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ (t − ”; t] ÓŒÑÚÎÏ, Á F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ `(s) = ~^{−1}(fl(s); ’), ÇÄÅ ~ = p × ˘ (ËÁË Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁËÒÙ- ÔÉÑ ~ : p^{−1}(U) → U × F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ` : (t − ”; t + ”) → E ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É p ∘ ` = fl. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,` ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ [0; s] ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ s ∈ (t − ”; t + ”), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ t_∗ ∈ [0; 1] ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (t_∗ − ”; t_∗ + ”) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó T . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ B ÔÏÞËÉ fl(t) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ˘ : p^{−1}(U) → F , ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ Œ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ; ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl(s) ∈ U ÐÒÉ s ∈ (t − ”; t + ”). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ t ∈ T É 0 ≤ s ≤ t, ÔÏ s ∈ T ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [0; t) ⊂ T . œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ` : [0; t] → E ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ∘ ` : (t − ”; t) → F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ (t − ”; t) ÓŒÑÚÎÏ, Á F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ `(t) = ~^{−1}(fl(t); ’), ÇÄÅ ~ = p × ˘ (ËÁË Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ ~ : p^{−1}(U) → U × F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ` : (t − ”; t] → E ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É p ∘ ` = fl. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ` ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ [0; s] ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ s ∈ [0; t], ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] | ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, T = [0; 1], ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ. □

ìÅÍÍÁ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, fl : X × [0; 1] → B | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, Á `_0 : X → E | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p ∘ `_0 = fl|_{X×{0}}. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` : X × [0; 1] → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ∘ ` = fl É `|_{X×{0}} = `_0

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ∈ X ÐÕÓÔØ `(x; t) | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÕÔÉ t → fl(x; t) Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ `(x; 0) = `_0(x). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÔÁËÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ `.

ðÕÓÔØ x ∈ X, t ∈ [0; 1], É U ⊂ B | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ fl(x; t) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ˘ : p^{−1}(U) → F . îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÕ t ÈÏÒÏÛÅÊ ÄÌÑ x, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ” ¿ 0 É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ X ÔÏÞËÉ x ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ fl(V × (t − ”; t + ”)) ⊂ U É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ t^′ ∈ (t − ”; t + ”) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ `|_{V ×{t}′_} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T_x ⊂ [0; 1] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÈÏÒÏÛÉÈ ÄÌÑ x. ïÞÅŒÉÄÎÏ, T_x ÏÔËÒÙÔÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ t_∗ | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ T_x, Ô.Å. (t_∗ − ”; t_∗ + ”) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ” ¿ 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó T_x. ðÕÓÔØ U ⊂ B | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ fl(x; t_∗), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ˘ : p^{−1}(U) → F . œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ fl ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ X ÔÏÞËÉ x É ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl(V × (t_∗ − ”; t_∗ + ”)) ⊂ U. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ t ∈ (t_∗ − ”; t_∗ + ”), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ T_x; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V^′ ∋ x É ÞÉÓÌÏ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t^′ ∈ (t − ffi; t + ffi) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ `|_{V ×{t}′_} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ V^′ ⊂ V É t^′ ∈ (t_∗ − ”; t_∗ + ”).

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ∘ ` : V × (t_∗ − ”; t_∗ + ”) → F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÏ s ∈ (t_∗ − ”; t_∗ + ”) ÐÒÉ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÔØ s → `(x; s) ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÐÏ s. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘(`(x; s))^{def}= ’_x ∈ F ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ s. ðÏÓËÏÌØËÕ ~ = p × ˘ : p^{−1}(U) → U × F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ `|_{V ×{t}′_} ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ `|_{V ×(t∗−”;t∗+”)} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ t_∗ ∈ T_x, É T_x ⊂ [0; 1] ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ T_x ÔÁËÖÅ É ÏÔËÒÙÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ (0 ∈ T_x), ÉÍÅÅÍ T_x = [0; 1]. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÕÖÅ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ t_∗, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t ∈ T_x, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ V ⊂ X, x ∈ V , É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ `|_{V ×(t∗−”;t∗+”)} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ` ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, É p(x) = b. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl : [0; 1]^n → B ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ fl(0; : : : ; 0) = b, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` : [0; 1]^n → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ `(0; : : : ; 0) = x.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, É p(x) = b. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ p_∗ : ß_1(E; x) → ß_1(B; b) | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ fl : [0; 1] → E, fl(0) = fl(1) = x, | ÐÅÔÌÑ, ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ker p_∗. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f : [0; 1]^2 → B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(0; s) = f(1; s) = b, f(t; 0) = p(fl(t)) É f(t; 1) = b ÄÌÑ ŒÓÅÈ t; s ∈ [0; 1]. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (ÌÅÍÍÁ 2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÜÔÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1]^2 → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p(F (t; s)) = f(t; s), F (0; 0) = x É F (t; 0) = fl(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t; s. ðÏÓËÏÌØËÕ p(F (0; s)) = p(F (1; s)) = b, Á p^{−1}(b) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ F (0; s) = const: = F (0; 0) = x É F (1; s) = const: = F (1; 0) = fl(1) = x. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F (t; 1) ∈ p^{−1}(b) ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ F (t; 1) = F (0; 1) = x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F | ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ÐÅÔÌÉ fl Œ ÔÏÞËÕ x, ÔÏ ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ fl | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ß_1(E; x). □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ß_1(E; x) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÂÒÁÚÕ p_∗(ß_1(E; x))^{def}= G ⊂ p_∗(B; b). ðÕÓÔØ fl : [0; 1] → B | ÐÅÔÌÑ. fl(0) = fl(1) = b. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ ` : [0; 1] → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p ∘ ` = fl É `(0) = x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ `(1) ∈ p^{−1}(fl). œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÉ fl, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ p^{−1}(fl) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ | ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÏŒÓÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, `(1) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ [fl] ∈ ß_1(B; b); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ¸([fl]).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ¸(ff_1) = ¸(ff_2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ff_1ff^{−1}_2 ∈ p_∗(ß_1(E; x)) ⊂ ß_1(B; b). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ p^{−1}(b) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ß_1(B; b)=p_∗(ß_1(E; x)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ËÒÉŒÙÅ fl_1 É fl_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏŒ ff_1 É ff_2, Á `_1 É `_2 | ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. åÓÌÉ ¸(ff_1) = `_1(1) = `_2(1) = ¸(ff_2), ÔÏ `_1 · `^{−1}_2 | ÐÅÔÌÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. ôÏÇÄÁ fl_1 · fl^{−1}_2 = p ∘ (`_1 · `^{−1}_2 ), ÏÔËÕÄÁ ff_1ff^{−1}_2 ∈ p_∗(ß_1(E; x)).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ff_1ff^{−1}_2 ∈ p_∗(ß_1(E; x)), É ÐÕÓÔØ ` | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ fl_1 ·fl^{−1}_2 . œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ` | ÐÅÔÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ¸_1(ff_1) = `(1=2) = ¸(ff_2).

ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ : ß_1(B; b)=p_∗(ß_1(E; x)) → p^{−1}(b) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ y ∈ p^{−1}(b). ðÏÓËÏÌØËÕ E ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ` : [0; 1] → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ `(0) = x É `(1) = y. ôÏÇÄÁ y = ¸([fl]), ÇÄÅ fl = p ∘ `. □