íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 6

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óÔÁÒÛÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, b ∈ X, n ∈ N. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ı_n ÉÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ ˝_1(X) Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐ (Œ ËÏÏÒÏÊ ÏÂSSÅËÔÙ | ÇÒÕÐÐÙ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ). ëÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ ˝_1(X), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÅ b ∈ X, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ n-ÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ı_n(X; b). åÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : [0; 1]^n → X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(@[0; 1]^n) = b (ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÔØÓÑ). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ a É b ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ f ∈ a É g ∈ b ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ab ÂÅÒÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ

ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (fg)(x_1; : : : ; x_n) = { f(2x_1; x_2; : : : ; x_n); 0 ≤ x_1 ≤ 1=2; g(2x_1 − 1; x_2; : : : ; x_n); 1=2 ≤ x_1 ≤ 1: . ìÅÍÍÁ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ı_n(X; b) ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÚÁÄÁÅÔ Œ ı_n(X; b) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ. ðÒÉ n ≥ 2 ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ı_n(X; b) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fg É gf ÄÌÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÈ f É g ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ. çÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÒÉ n = 2 ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (ÚÁÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ Œ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ b); ÐÒÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÍ n ≥ 2 ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÁÑ ÖÅ. □ f g f g f g g f g f

g g

g f f f

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑ ÇÒÁÎÉÃÁ @[0; 1]^n ËÕÂÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, f ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÕÂÁ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ p_0, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, ÐÒÉÞÅÍ f(p_0) = b. ëÕÂ [0; 1]^n, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÁ Œ ÔÏÞËÕ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÓÆÅÒÅ S^n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ı_n(X; b) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S^n → X, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p_0 ∈ S^n Œ b (ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÏÉÄÁÍÉ).

íÏÒÆÉÚÍÕ b_0 → b_1 ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ˝_1(X), ÔÏ ÅÓÔØ ËÌÁÓÓÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ [‚], ÇÄÅ ‚ : [0; 1] → X, ‚(0) = b_0, ‚(1) = b_1, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ı_n([‚]) : ı_n(X; b_0) → ı_n(X; b_1). äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ı_n([‚]) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ËÕÂ [0; 1]^n Ó n-ÍÅÒÎÙÍ ÛÁÒÏÍ B_n ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ: %(x_1; : : : ; x_n) = 2x max^n_{i=1}( |x_i − 1=2|)= |x − (1=2; : : : ; 1=2)| (É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ %(1=2; : : : ; 1=2) = (0; : : : ; 0) | ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : B_n → X, f|_{@Bn} = b_1 | ÓÆÅÒÏÉÄ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ı_n([‚])([f])(x) = f(2x) ÐÒÉ 0 ≤ |x| ≤ 1=2 É ı_n([‚])([f])(x) = ‚(2 |x| − 1) ÐÒÉ 1=2 ≤ |x| ≤ 1.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ (Ô.Å. ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ı_n([‚])([f]) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ‚ É f, É ı_n([‚_1 · ‚_2]) = ı_n([‚_1]) ∘ ı_n([‚_2])). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ı_n([‚]) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ˝_1(X) | ÇÒÕÐÐÏÉÄ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ı_n(X; b) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË b ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ ı_n(X).

ìÀÂÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ f_∗ : ı_n(X; b) → ı_n(Y; f(b)): ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ a ∈ ı_n(X; b) ŒÏÚØÍÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ ’ ∈ a; ÔÏÇÄÁ f_∗(a) ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÆÅÒÏÉÄÁ f ∘ ’ : [0; 1]^n → Y .

ìÅÍÍÁ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_∗ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ f ∘’ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÔÅÌÑ ’ ∈ a) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. åÓÌÉ g : X → Y É f : Y → Z | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ (f ∘ g)_∗ = f_∗ ∘ g_∗. åÓÌÉ f_t : X → Y , 0 ≤ t ≤ 1, | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÏ (f_1)_∗ = ı_n([‚]) ∘ (f_0)_∗, ÇÄÅ ‚(t)^{def}= f_t(b).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ (ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ) É ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ı_n | ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐ. îÁÌÉÞÉÅ ÞÌÅÎÁ ı_n([‚]) Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ı_n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ B | ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, b ∈ B, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, É x ∈ p^{−1}(b). ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ p_∗ : ı_n(E; x) → ı_n(B; b) ÐÒÉ n ≥ 2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ p_∗ | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ n = 1 | ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Œ ÌÅËÃÉÉ 4.

üÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ p_∗: ÐÕÓÔØ n ≥ 2 É f : [0; 1]^n → B | ÓÆÅÒÏÉÄ, f(@[0; 1]^n) = b. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ f ËÁË ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_t(x_1; : : : ; x_{n−1})^{def}= f(x_1; : : : ; x_{n−1}; t), 0 ≤ t ≤ 1, g_t : [0; 1]^{n−1} → B; ÐÒÉ ÜÔÏÍ g_0([0; 1]^{n−1}) = g_1([0; 1]^{n−1}) = b É g_t(@[0; 1]^{n−1}) = b. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ G_t : [0; 1]^{n−1} → E, p ∘ G_t = g_t É G_0([0; 1]^{n−1}) = x. ðÏÌÏÖÉÍ F (x_1; : : : ; x_n)^{def}= G_{xn} (x_1; : : : ; x_{n−1}); ÔÏÇÄÁ F (@[0; 1]^n) ⊂ p^{−1}(b). ðÏÓËÏÌØËÕ n ≥ 2, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ @[0; 1]^n ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ (ÉÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ n ≥ 2), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ p^{−1}(b) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F (@[0; 1]^n) ÓÏÓÔÏÉÔ ÐÒÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ F (x_1; : : : ; x_{n−1}; 0) = G_0(x_1; : : : ; x_{n−1}) = x. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ F : [0; 1]^n → E | ÓÆÅÒÏÉÄ, [f] = p_∗([F ]), É ÜÐÉÍÏÒÆ- ÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ðÒÉÍÅÒ 1. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÂÕËÅÔÏÍ k ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S^1 ∨ · · · ∨ S^1 | ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙÊ ÇÒÁÆ ` (ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ, ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ 2k). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ı_n(S^1 ∨ · · · ∨ S^1) = ı_n(`) ÐÒÉ n ≥ 2, Á ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÇÒÕÐÐÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ.

óÆÅÒÁ ˚_{g;k} Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É k ŒÙÒÅÚÁÎÎÙÍÉ ÄÙÒËÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÁ ÂÕËÅÔÕ 2g +k −1 ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÅÊ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ı_n(˚_{g;k} ) = 0. óÆÅÒÕ ˚_g Ó g ≥ 1 ÒÕÞËÁÍÉ (É ÂÅÚ ÄÙÒÏË) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÔÏÒ Ó ÄÙÒËÏÊ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÄÙÒËÉ ÐÒÉËÌÅÅÎÁ ÓÆÅÒÁ ˚_{g−1;1} Ó g − 1 ÒÕÞËÁÍÉ É ÄÙÒËÏÊ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : C → ˚_g , ÇÄÅ C | ÃÉÌÉÎÄÒ S^1 × R (ÎÁËÒÙŒÁÀÝÉÊ ÔÏÒ), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÒÅÚÁÎÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÙÒÏË, Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉËÌÅÅÎÁ ˚_{g−1;1}. ðÕÓÔØ f : S^n → C | ÓÆÅÒÏÉÄ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÆÅÒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(S^n) ⊂ C_{a;b}, ÇÄÅ C_{a;b} ⊂ ó | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ S^1 × [a; b] Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÒÉËÌÅÅÎÎÙÍÉ ˚_{g−1;1} (ÔÅÍÉ, ÞØÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÉËÌÅÊËÉ ÐÒÉÛÌÉÓØ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R). ïÞÅŒÉÄÎÏ, C_{a;b} ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ ˚_{h;2} ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ h (ÄŒÅ ÄÙÒËÉ ÜÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ), ÔÁË ÞÔÏ ı_n(C_{a;b}) = 0 É ÓÆÅÒÏÉÄ f ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÀÂÏÊ ÓÆÅÒÏÉÄ Œ C ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ, É ı_n(˚_g ) = ı_n(C) = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. çÒÕÐÐÁ ı_k(S^n) = 0 ÐÒÉ k < n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(x_0; : : : ; x_n) | x_0; : : : ; x_n ≥ 0; x_0 + · · · + x_n = 1}; n-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÍ (\ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ") ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÇÏ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ {(x_0; : : : ; x_n) | 0 ≤ x_{i0} ≤ · · · ≤ x_{in} ; x_0 + · · · + x_n = 1}, ÇÄÅ i_0; : : : ; i_n | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ 0; 1; : : : ; n; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÉ n! ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ. âÁÒÉ- ÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÐÌÅËÓÁ | ÏÂÒÁÚ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÆÅÒÙ S^n ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÆÅÒÕ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Œ R^{n+1} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ. ôÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÅÊ ÓÆÅÒÙ S^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË a_1; : : : ; a_N ∈ S^n ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ co(a_1; : : : ; a_N ) ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ (ÇÒÁÎØÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ). âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ a_1; : : : ; a_N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË b_1; : : : ; b_M , ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅË- ÃÉÅÊ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ŒÅÒÛÉÎ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ a_1; : : : ; a_N .

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^n → R^m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÓÆÅ- ÒÙ a_1; : : : ; a_N , É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ˘ ⊂ co(a_1; : : : ; a_N ) | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_� : ˘ → R^m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f|_p−1_{(�)} = F_� ∘ p; ÚÄÅÓØ p : S^n → co(a_1; : : : ; a_N ) | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ f(a_i) = F_�(a_i), ÇÄÅ ˘ | ÌÀÂÁÑ ÇÒÁÎØ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÅÒÛÉÎÁ a_i; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ, ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕ- ÌÑÃÉÅÊ a_1; : : : ; a_N ∈ S^n É ÏÂÒÁÚÁÍÉ f(a_i) ∈ R^m .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^k → S^n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÆÅÒÙ ËÏÍÐÁËÔÎÙ, f ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |x − y| < ", ÔÏ |f(x) − f(y)| ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÒÁÄÉÕÓÁ ÓÆÅÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÓÆÅÒÙ S^k (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k + 2 ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ (k + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ) É ÓÄÅÌÁÅÍ ÅÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ a_1; : : : ; a_N , Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÅÎØÛÅ ". ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g | ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó f Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; : : : ; a_N . ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÏÂÒÁÚ g ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : S^k → S^n | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S^n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ S^k ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ f(a) É F (a) ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÆÅÒÙ S^n | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÄÕÇÏÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ. óÄŒÉÇÁÑ ÔÏÞËÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ÄÕÇÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÅÖ- ÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ f É F . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^k → S^n ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÓÆÅÒÕ; ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ \ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒ".

ðÏÓËÏÌØËÕ k < n, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F (S^k) ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ S^n Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ F (S^k) ≠ S^n, É F ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^k → S^n \ {b}

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ S^n \ F (S^k). ðÏÓËÏÌØËÕ S^n \ {b} ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞ- ËÅ), ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Œ ÔÏÞËÕ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÔÁËÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Œ ÔÏÞËÕ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. □