íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 7

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ß_n(S^n) = Z.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÒÕÐÐÁ ß_n(S^n) = Z; ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ id : S^n → S^n

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÌÏÖÉÍ S^{n−1} Œ S^n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜËŒÁÔÏÒÁ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÜËŒÁÔÏÒÁ ÄÕÇÁÍÉ ÂÏÌØ- ÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ (ÍÅÒÉÄÉÁÎÁÍÉ) Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ. ôÅÐÅÒØ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ c ∈ S^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÛÉÒÏÔÁ (c) ∈ [−ß=2; +ß=2]) É, ÅÓÌÉ c ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ, ÄÏÌÇÏÔÁ ’(c) ∈ S^{n−1}. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ g : S^{n−1} → S^{n−1} ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÕ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˚g : S^{n−1} → S^{n−1} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’(˚g(c)) = g(’(c)) É (˚g(c)) = (c) (ÐÏÌÀÓÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g_0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ g_1, ÔÏ ˚g_0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ˚g_1, ÔÁË ÞÔÏ ˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ß_{n−1}(S^{n−1}) → ß_n(S^n); ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ˚ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÏÔÓÀÄÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÕÅÔ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ß_1(S^1) = Z, ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ß_1(S^1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ˚ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^n → S^n, É ÐÕÓÔØ a É b | ÓÅŒÅÒÎÙÊ É ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀÓÙ ÓÆÅÒÙ-ÏÂÒÁÚÁ S^n. ëÁË É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 6 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f. ðÒÏÏÂÒÁ- ÚÙ ÐÏÌÀÓÏŒ ÐÒÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË: f^{−1}(a) = {u_1; : : : ; u_s} É f^{−1}(b) = {v_1; : : : ; v_r}. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ!) ¯_t : S^n → S^n, 0 ≤ t ≤ 1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÆÅÒÙ Œ ÓÅÂÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ¯_0 = id, Á ¯_1(u_i) ÌÅÖÉÔ Œ ÓÅŒÅÒÎÏÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ, É ¯_1(v_i) | Œ ÀÖÎÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∘ ¯_1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ f É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ a É b ÌÅÖÁÔ Œ ÓÅŒÅÒÎÏÍ É ÀÖÎÏÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f ∘ ¯_1 ÏÐÑÔØ f.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ \ÐÏÌÑÒÎÙÅ ÛÁÐÏÞËÉ" U ∋ a É V ∋ b ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f^{−1}(U) É f^{−1}(V ) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÜËŒÁÔÏÒÏÍ ÓÆÅÒÙ-ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ | ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜËŒÁÔÏÒ ÚÁÍËÎÕÔ É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ a É b. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ!) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ˚_t : S^n → S^n, 0 ≤ t ≤ 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ˚_0 = id, ˚_t(c) = c ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ c, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÜËŒÁÔÏÒÅ ÓÆÅÒÙ-ÏÂÒÁÚÁ S^n, É ˚_t ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ U ÎÁ ŒÓÅ ÓÅŒÅÒÎÏÅ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ, Á V | ÎÁ ŒÓÅ ÀÖÎÏÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˚_1 ∘f ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ f (É ÂÕÄÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ f), ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜËŒÁÔÏÒ S^n Œ ÜËŒÁÔÏÒ, ÓÅŒÅÒÎÏÅ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ Œ ÓÅŒÅÒÎÏÅ, Á ÀÖÎÏÅ Œ ÀÖÎÏÅ. åÝÅ ÏÄÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ (ËÁË?), ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÐÅÒÅŒÏÄÉÌÏ ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ Œ ÓÅŒÅÒÎÙÊ, Á ÀÖÎÙÊ | Œ ÀÖÎÙÊ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ¸_t : S^n → S^n, 0 ≤ t ≤ 1, ÚÁÄÁÎÎÕÀ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ \ÛÉÒÏÔÁ-ÄÏÌÇÏÔÁ" ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ f(; ’) = (g(; ’); h(; ’)); ÄÌÑ ÎÅÇÏ g(0; ’) = 0, g(±ß=2; ’) = ±ß=2. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

¸_t(; ’) = {( ; h(0; ’) ) ; −ßt=2 ≤ ≤ ßt=2 ( (1 − t)g(^{−ßt=2}_{1−t} ; ’) +^{ßt}_2 ; h(^{−ßt=2}_{1−t} ; ’) ) ; ßt=2 ≤ ≤ ß=2;

ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ôÏÇÄÁ ¸_0 = f, ¸_1 | ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ f ÎÁ ÜËŒÁÔÏÒ ÓÆÅÒÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^n → S^n ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÅ, É ˚ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. EÓÌÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÞÔÏ ß_{n−1}(S^{n−1}) = Z, ÔÏ ÉÚ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ˚ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ß_n(S^n) ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ŒÔÏÒÕÀ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ deg : ß_n(S^n) → Z (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ).

ðÕÓÔØ x^∗ = (x^∗_0; : : : ; x^∗_n) ∈ S^n. îÁÚÏŒÅÍ ÉÎÄÅËÓ i, 0 ≤ i ≤ n, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ Œ ÔÏÞËÅ x^∗, ÅÓÌÉ x^∗_i ≠ 0; Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ. åÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ i ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_i = (x_0; : : : ; ^x_i; : : : ; x_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ x^∗ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R^n .

ðÕÓÔØ V; W ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : V → W | ÎÁÂÏÒ n ÆÕÎËÃÉÊ (g_1(y_1; : : : ; y_n); : : : ; g_n(y_1; : : : ; y_n)) ÏÔ n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÇÌÁÄËÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ g_i ÉÍÅÀÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ y ∈ V ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. œÅÌÉÞÉÎÁ J(g; y)^{def}= det (_{@gi}

@y_j (y) ) 1≤i;j≤n

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ.

îÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ g = (g_1; : : : ; g_n), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x^∗ ∈ S^n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ i, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË y ∈ U É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ∘ f^{−1}_i : V → R^n ÇÌÁÄËÏ, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ∈ U ÑËÏÂÉÁÎ J(g; y) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ; ÚÄÅÓØ V = f_i(U) ⊂ R^n . åÓÌÉ ÚÎÁË J(g; y) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ x^∗_i , ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ, ÉÎÁÞÅ | ÌÅŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ. 1

ðÕÓÔØ f : S^n → S^n | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ S^n ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x É y Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË a É f(a) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_{xy} = y ∘ f ∘ x^{−1} (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^n ) ÇÌÁÄËÏÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_{xy} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ n ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ. ëÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ S^n ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ É ËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, ÅÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ J(f_{xy}; x(a)) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ É ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x É y ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ôÏÞËÁ c ∈ S^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË a ∈ f^{−1}(c) ÎÅÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ S^n × [0; 1], ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S^n × [0; 1] → S^n É [0; 1] → S^n × [0; 1], Á ÔÁËÖÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÄÌÑ ÓÆÅÒ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!). ðÏÎÑÔÉÅ ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÏÅ: ÅÓÌÉ (g_1; : : : ; g_n) | ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎ- ÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x^∗ ∈ S^n, ÔÏ (p; g_1; : : : ; g_n) | ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x^∗; t^∗) ∈ S^n × [0; 1] ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t^∗; ÚÄÅÓØ p : S^n × [0; 1] → [0; 1] | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. åÓÌÉ fl : [0; 1] → S^n × [0; 1] | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ fl^′(t) ≠ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ fl(s) ∈ S^n × [0; 1] ÏÔ s Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ fl(t), ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Õ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÉ s = t ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ÎÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÌÅÍÍÁ óÁÒÄÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÎÁ, ÌÅÍÍÁ ôÏÍÁ É Ô.Ä.; ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÄÌÑ ÓÆÅÒ). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S^n → S^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ S^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏÕÎÁ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S^n → S^n É ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S^n → S^n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(a) − g(a)| ¡ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË a ∈ S^n. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S^n × [0; 1] → S^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). åÓÌÉ f : S^n → S^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á c ∈ S^n | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÔÏ f^{−1}(c) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. õ ÔÏÞËÉ c ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÅÓÌÉ d ∈ U, ÔÏ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f^{−1}(d) ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ d.

òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Œ f^{−1}(c) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ c É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f; c). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ deg(f; c) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ c ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ | ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ c.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ÄÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ F : S^n × [0; 1] → S^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, c ∈ S^n | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á (x_1; : : : ; x_n) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ c. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ F^{−1}(c) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÉŒÙÈ. ëÒÉŒÁÑ ÜÔÏ ÏÂÒÁÚ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl : [0; 1] → S^n × [0; 1] ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ fl^′(t) ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0; 1], É ÌÉÂÏ fl(0) = fl(1) ∈ S^n × (0; 1) (ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ), ÌÉÂÏ fl(0); fl(1) ∈ S^n × {0; 1} (ÎÅÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ [0; 1] Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ fl(t) ∈ S^n × [0; 1] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (y_0; : : : ; y_n) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_{xy}^{def}= x∘F ∘y^{−1} (Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x; y) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ (t_0; t_1; : : : ; t_n) Œ (t_1; : : : ; t_n), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ y ∘ fl (Ô.Å. ËÒÉŒÁÑ fl Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ) ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË t → (t; 0; 0; : : : ; 0).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : S^n × [0; 1] → S^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÇÌÁÄËÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F |_Sn_{×{0}}^{def}=

f_0 : S^n → S^n É F |_Sn_{×{1}}^{def}= f_1 : S^n → S^n. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ c ∈ S^n | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ F , f_0 É f_1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5, F^{−1}(c) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÉŒÙÈ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÌÉÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÌÉÂÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ f^{−1}_0 (c) ⊂ S^n × {0} É f^{−1}_1 (c) ⊂ S^n × {0}; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4, ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙ É ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ f^{−1}_0 (c) É f^{−1}_1 (c) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÒÉŒÙÈ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞËÉ f^{−1}_0 (c) É f^{−1}_1 (c) ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ fl(0), fl(1), ÇÄÅ fl | ËÒÉŒÁÑ.

ðÕÓÔØ fl(0) ∈ f^{−1}_0 (c). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (y_0; : : : ; y_n), ÕËÁÚÁÎÎÕÀ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 5, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ fl(1). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ q : S^n × [0; 1] → S^n, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ y_0 = 0, ÏÂÒÁÔÉÍÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ fl(1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ∘p^{−1} ÎÁ S^n. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÌÀÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ y_0 ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ S^n × [0; 1], ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÁŒÁÑ. åÓÌÉ fl(1) ∈ S^n × {1}, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ y_0, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, \ÓÏÎÁÐÒÁŒÌÅÎÁ" Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ p (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ∘ p^{−1} | ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒŒÁÎÎÁÑ; ÅÓÌÉ ÖÅ fl(1) ∈ S^n ×{0}, ÔÏ ÚÎÁË ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ, É ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y∘p^{−1} | ÌÅŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ∘ p^{−1} ÉÍÅÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÑËÏÂÉÁÎ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ fl(1) ∈ F^{−1}(c) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ, ÅÓÌÉ fl(1) ∈ S^n × {1}, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ f^{−1}_0 (c) É f^{−1}_1 (c) ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÐÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ, ÔÏ ÉÈ ÚÎÁËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á ÅÓÌÉ ÏÄÎÏÍÕ, ÔÏ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ deg(f_0; c) = deg(f_1; c).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ f_0 É f_1 (ÔÁË ÞÔÏ deg(f_0; c) É deg(f_1; c) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ), ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ F . ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ c ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c^′ ∈ S^n, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÌÑ f_0, f_1 É F . ôÏÇÄÁ deg(f_0; c) = deg(f_0; c^′) É deg(f_1; c) = deg(f_1; c^′) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ ÐÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, É deg(f_0; c^′) = deg(f_1; c^′), ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ deg(f_0; c) = deg(f_1; c).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c_1; c_2 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S^n → S^n. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A : S^n → S^n Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A(c_1) = c_2. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, deg(f ∘A; c_1) = deg(f; c_2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ, Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÇÏ- ÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É f ∘A. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ deg(f; c_1) = deg(f ∘A; c_1) = deg(f; c_2), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÈ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^n → S^n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ” ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g. åÓÌÉ g^′ | ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ, ÔÏ |g(a) − g^′(a)| ¡ 2”. åÓÌÉ ” ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ ÔÏÞËÉ g(a) É g^′(a) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ a ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÕÇÏÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g É g^′ ÇÌÁÄËÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÒÁŒÎÙ. üÔÏ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. éÚ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÈ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ deg : ß_n(S^n) → Z. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, É ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg | ÉÓËÏÍÙÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. □