íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ïóåîø 2010 ç

ìåëãéñ 8

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A ⊂ X | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, É b ∈ A. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ n-ÓÆÅÒÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1]^n → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(t_1; : : : ; t_{n−1}; 1) ∈ A, É f(t) = b ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÔÏÞËÉ (t_1; : : : ; t_n) ∈ @[0; 1]^n ÇÒÁÎÉÃÙ ËÕÂÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ t_n ≠ 1. óÉÍŒÏ- ÌÏÍ ß_n(X; A; b) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ n-ÓÆÅÒÏÉÄÏŒ. œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ß_n(X; A; b) ÐÒÉ n ≥ 2 ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ß_n(X; b)

A b b b g f X A b b b ðÕÓÔØ j : A → X | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ A ÅÅ ÖÅ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÔÏÞËÕ a ∈ X). ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ´_n^{def}= j_∗ : ß_n(A; b) → ß_n(X; b). ëÁÖÄÙÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ n-ÓÆÅÒÏÉÄ f Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÆÅÒÏÉÄÏÍ ÐÁÒÙ X; A | ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ p_n : ß_n(X; b) → ß_n(X; A; b). ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ n-ÓÆÅÒÏÉÄÁ f : [0; 1]^n → X ÐÁÒÙ X; A ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ @[0; 1]^n ∼= S^{n−1} ÄÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ (n − 1)-ÓÆÅÒÏÉÄ Œ A | ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ffi_n : ß_n(X; A; b) → ß_{n−1}(A; b).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

· · ·^{ffin+1}−→ ß_n(A; b)^{´n}−→ ß_n(X; b)^{pn}−→ ß_n(X; A; b)^{ffin}−→ ß_{n−1}(A; b)^{´n−1}−→ : : :

ÔÏÞÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÉÍŒÏÌÏÍ t ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ (t_1; : : : ; t_n) ∈ [0; 1]^n. ôÏÞÎÏÓÔØ Œ ÞÌÅÎÅ ß_n(A; b): ÐÕÓÔØ ´_n([f]) = 0, ÇÄÅ f : [0; 1]^n → A | ÓÆÅ- ÒÏÉÄ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ˘ : [0; 1]^{n+1} → X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˘(t; 1) = f(t), ˘(t; 0) = b É ˘(t; s) = b, ÅÓÌÉ t ∈ @[0; 1]^n. îÏ ÔÏÇÄÁ˘ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ (n + 1)-ÓÆÅÒÏÉÄ ÐÁÒÙ X; A, É ffi_{n+1}([˘]) = [f]. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ˘ : [0; 1]^{n+1} → X | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÆÅÒÏÉÄ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ËÁË ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ Œ X, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÓÆÅÒÏÉÄ ˘|_{tn+1=1} : [0; 1]^n → A Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÉ ÓÆÅÒÏÉÄÏÍ.

b b f : [0; 1]^n → A

ôÏÞÎÏÓÔØ Œ ÞÌÅÎÅ ß_n(X; b): ÐÕÓÔØ p_n([f]) = 0, ÇÄÅ f : [0; 1]^n → X | ÓÆÅ- ÒÏÉÄ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ˘ : [0; 1]^n → X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˘(t; 1) = f(t), ˘(t; 0) = b, ˘(t_1; : : : ; t_{n−1}; 1; s) ∈ A É ˘(t; s) = b ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ t ∈ @[0; 1]^n. ôÏÇÄÁ ÓÆÅÒÏÉÄ f ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÓÆÅÒÏÉÄÕ ÓÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÍÉ Œ A | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (\ÓÔÒÁÎÉÃÙ ËÎÉÇÉ"). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

[0; 1]^n → A b b f : [0; 1]^n → X

ôÏÞÎÏÓÔØ Œ ÞÌÅÎÅ ß_n(X; A; b): ÅÓÌÉ [f] = p_n([g]), ÇÄÅ g : [0; 1]^n → X | ÓÆÅÒÏ- ÉÄ, ÔÏ f(t) = b ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ t ∈ @[0; 1]^n, ÔÁË ÞÔÏ ffi_n([f]) = 0. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ffi_n([f]) = 0, ÇÄÅ f : [0; 1]^n → X | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÆÅÒÏÉÄ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ : [0; 1]^n → A ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ (t_1; : : : ; t_{n−1}; 0) = f(t_1; : : : ; t_{n−1}; 1), É (t) = b ÄÌÑ ÐÒÏÞÉÈ t ∈ @[0; 1]^n. ïÂSSÅÄÉÎÑÑ f É ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ f ÓÏ ÓÆÅÒÏÉÄÏÍ Œ X, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ ŒÓÀ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÕÂÁ Œ ÔÏÞËÕ b. b

b b : [0; 1]^n → A

f : [0; 1]^n → X □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p : E → B | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F .

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÕÓÔØ fl : [0; 1]^{n+1} = [0; 1]^n × [0; 1] → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ), É ÐÕÓÔØ `_0 : [0; 1]^n → E ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ p ∘ `_0 = fl_{[0;1]}n_{×{0}}. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅ fl | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ) ` : [0; 1]^n × [0; 1] → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ∘ ` = fl É `|_{[0;1]×{0}} = `_0.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1 (æÅÌØÄÂÁÕ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ [0; 1]^n ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÏÂØÅÍ [0; 1]^n = ˝_1 ∪ ˝_2^{def}= [0; 1]^{n−1} × [0; 1=2] ∪ [0; 1]^{n−1} × [1=2; 1], É ÐÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ E_1 = p^{−1}(˝_1) 1

É E_2 = p^{−1}(˝_2); ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ: ˘_1 : E_1 → F É ˘_2 : E_2 → F . ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ [0; 1]^{n−1} ŒÏÚÎÉËÁ- ÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_x : F → F , ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’_x(u) = ˘_2((˘_1 × p)^{−1}(u; x × {1=2})). ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ˘^′_2(x_1; : : : ; x_n) = ’^{−1}_{(x1 ;:::;xn−1)}(˘_2(x_1; : : : ; x_n)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ E_2 → F , ÐÒÉÞÅÍ ˘^′_2(y) = ˘_1(y), ÅÓÌÉ p(y) = (x_1; : : : ; x_{n−1}; 1=2) (Ô.Å. y ∈ E_1 ∩ E_2). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ˘ : E → F , ÒÁŒÎÁÑ ˘_1 ÎÁ E_1 É ˘^′_2 ÎÁ E_2.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : E → [0; 1]^n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. òÁÚÏÂØÅÍ [0; 1]^n ÎÁ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ËÕÂÉËÉ K_{i1;:::;in}^{def}= [i_1=N; (i_1 + 1)=N] × · · · × [i_n=N; (i_n + 1)=N], i_1; : : : ; i_n = 0; 1; : : : ; N − 1, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ \ÓÔÏÌÂÉË"

⋃_N i=1 K_{i1 ;:::;in−1;i} ÔÁËÖÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ïÔÓÀÄÁ | ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÙÊ ÓÌÏÊ

⋃_N

i;j=1 Ki1;:::;in−2;i;j ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ (ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ), ÐÏÌÕÞÉÍ

ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ. ðÕÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ É ˘ : E → F | ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ x ∈ [0; 1]^n, t ∈ [0; 1] ÐÏÌÏÖÉÍ `(x; t) = (p × ˘)^{−1}(fl(x; t); ˘(`_0(x))). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E^′ ⊂ E × [0; 1]^{n+1}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ (e; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p(e) = fl(y), É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p^′ : E^′ → [0; 1]^{n+1} ËÁË ÐÒÏÅËÃÉÀ p^′(e; y)^{def}= y. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F (ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl : X → B, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ fl^∗p : fl^∗E → X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ æÅÌØÄÂÁÕ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p^′ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÅÐÅÒØ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ p : E → B | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F = p^{−1}(b), ÇÄÅ b ∈ B | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p_∗ : ß_n(E; F; x) → ß_n(B; b), ÇÄÅ x ∈ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÆÅÒÏÉÄÁ f : [0; 1]^n → E, f(@[0; 1]^n) ⊂ F , Œ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÆÅÒÏÉÄÁ p ∘ f : [0; 1]^n → B, (p ∘ f)(@[0; 1]^n) = b, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, p_∗ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. íÏÎÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ p ∘ f : [0; 1]^n → B ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ fl : [0; 1]^n × [0; 1] → B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fl|_{[0;1]}n_{×{0}} = p ∘ f, Á fl|_{[0;1]}n_{×{1}} = {b}. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ` : [0; 1]^n × [0; 1] → E ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ p ∘ ` = fl É `|_{[0;1]}n_{×{0}} = f. ôÏÇÄÁ `|_{[0;1]}n_{×{1}} ⊂ F , ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ß_n(E; F ).

üÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ g : [0; 1]^n → B | ÓÆÅÒÏÉÄ; ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ ËÁË ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ [0; 1]^{n−1} × [0; 1] → B. ðÏÄÎÑÔÉÅ ÜÔÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÆÅÒÏÉÄ G : [0; 1]^n → E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ G(@[0; 1]^n) ⊂ F . ôÏÇÄÁ p_∗([G]) = [g]. □

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (E; F ) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅ- ÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

· · ·^{ffin+1}−→ ß_n(F; x)^{´n}−→ ß_n(E; x)^{pn}−→ ß_n(B; b)^{ffin}−→ ß_{n−1}(F; x)^{´n−1}−→ : : : ;

ÚÄÅÓØ b ∈ B | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, F = p^{−1}(b) | ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, É x ∈ F ⊂ E | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ S^3 = {(z; w) ∈ C^2 | |z|^2 + |w|^2 = 1} | ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, Á C P^1 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : S^3 → C P^1 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(z; w) = [z : w], ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏÐÆÁ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ S^1.

ôÏÞÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÞÌÅÎÁÈ ß_n, n ≥ 3, ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: 0 = ß_n(S^1) → ß_n(S^3) → ß_n(S^2) → 0 = ß_{n−1}(S^1). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ß_n(S^3) É ß_n(S^2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ≥ 3; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ß_3(S^2) = Z. áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ß_3(S^2) ÓÌÕÖÉÔ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ.

\èŒÏÓÔ" ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: 0 = ß_2(S^3) → ß_2(S^2) → ß_1(S^1) → 0 = ß_1(S^3). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ß_2(S^2) = ß_1(S^1) = Z, ËÏÔÏÒÏÅ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ.