íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, ïóåîø 2010 ç.

1. çïíåïíïòæéúí

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ: Á) ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ S^1 × · · · × S^1 (n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ); Â) ËÕÂ [0; 1]^n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÅÊ ÓËÌÅÅÎÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (x_1; : : : ; x_i; 0; x_{i+2}; : : : ; x_n) ∼ (x_1; : : : ; x_i; 1; x_{i+2}; : : : ; x_n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i É ŒÓÅÈ x_1; : : : ; x_i; x_{i+2}; : : : ; x_n; Œ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ Z^n ÎÁ R^n: ŒÅËÔÏÒÕ k = (k_1; : : : ; k_n) ∈ Z^n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ T_k(x_1; : : : ; x_n) = (x_1 + k_1; : : : ; x_n + k_n).

äÖÏÊÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Y (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ X ∗ Y ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ X × [0; 1] × Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (x; 0; y_1) ∼ (x; 0; y_2) É (x_1; 1; y) ∼ (x_2; 1; y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; x_1; x_2 ∈ X É ŒÓÅÈ y; y_1; y_2 ∈ Y . äÖÏÊÎ X ∗ {pt}, ÇÄÅ {pt} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ ÎÁÄ X É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ CX. äÖÏÊÎ X ∗ S^0, ÇÄÅ S^0 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË (Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÏÊ ÎÁÄ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˚X.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ S^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÄÉÓËÕ B^{n+1}; Â) ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ S^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ S^{n+1}.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) S^1 ∗ S^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S^3; Â) S^n ∗ S^k ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S^{n+k+1}.

úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A = {(z; w) ∈ C^2 : |z|^2 + |w|^2 = 1; |z| ≤ |w|} É B = {(z; w) ∈ C^2 : |z|^2 + |w|^2 = 1; |z| ≥ |w|} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ S^1 × B^2 (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÒÕÇ). Â) þÅÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A ∩ B É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ A ∪ B? Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ R^3 Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ŒÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ (ÂÕÂÌÉËÕ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP^1 (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CP^1 (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ C^2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅ- ÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ. ëÕÄÁ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ? ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ? ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?

úÁÄÁÞÁ 6. Á) îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^2 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Z=2Z = {1; −1}: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ −1, ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ. Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ −1 ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. Œ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Z=2Z, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÕÎËÔÕ 6Á, ÎÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C^2. Ç) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Z=2Z, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÕÎËÔÕ 6Â, ÎÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^2. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ. Ä) (ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 6Œ) îÁ C^n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ˚_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C^n.

úÁÄÁÞÁ 7. Á) îÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ S^1 × S^1 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Z=2Z = {1; −1} ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 6Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ. Â) îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (S^2)^n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ˚_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ CP^n. Œ) îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (T^2)^n, ÇÄÅ T^2 = S^1 ×S^1 | ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ˚_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ T^n × CP^n.

õËÁÚÁÎÉÅ. ë ÐÕÎËÔÕ 7Â: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 5Â.

úÁÄÁÞÁ 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ RG_+(4; 2) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^4 ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ S^2 × S^2. Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : RG_+(4; 2) → RG_+(4; 2), ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ S^2 × S^2 Œ ÓÅÂÑ ÏÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ Œ ÐÕÎËÔÅ 8Á ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ?