
îåúá÷éóéíùê íïóëï÷óëéê õîé÷åòóé�å� �ïðïìïçéñ, ïóåîø 2010 ç.2. ï�ïâòáöåîéñ ïëòõöîïó�é ÷ ïëòõöîïó�ø.úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ f : S1 → S1, ÇÄÅ S1 = {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x; y) = A(x; y)= |A(x; y)| �ÒÉ Á) A(x; y) = (x;−y), Â) A(x; y) = (y; x), ×) A(x; y) = (x2 − y2; 2xy),Ç) A(x; y) = (Re((x + iy)n); Im((x+ iy)n)), ÇÄÅ n ∈ Z.úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ P (z) = zn+an−1zn−1+ · · ·+a0 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fR : S1 → S1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ fR(x; y) = P (R(x + iy))= |P (R(x+ iy))|; ÚÄÅÓØ R > 0 | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅÞÉÓÌÏ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fR Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ gt : S1 → S1, 0 ≤ t ≤ 1, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g0 = fR, Á g1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1Ç (ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, fR É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1Ç ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ). Â) ðÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÚÁÄÁÞ 2Á É1Ç ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ z ∈ C ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P (z) = 0.õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fR Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ R; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÅÇÏ ÄÌÑ R = 0.úÁÄÁÞÁ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E : R → S1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ E(t) = (
os 2�t; sin 2�t). Á) ðÕÓÔØ f : [0; 1℄ → R |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(0) = 0, f(1) = n ∈ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S1 → S1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g ◦ E = E ◦ f . Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑg ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3Á ÒÁ×ÎÁ n. ×) ðÕÓÔØ g : S1 → S1 | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(1; 0) = (1; 0).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1℄ → R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g ◦E = E ◦ f Éf(0) = 0. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(1) = deg g, ÇÄÅ f | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3×. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑg0 : S1 → S1 É g1 : S1 → S1 ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ.õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÚÁÄÁÞÅ 3×). ðÏÓÔÁ×ØÔÅ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a1; : : : ; aN , ËÁË × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ.÷ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S2 = {(x; y; z) | x2 + y2 + z2 = 1} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×V (x; y; z), ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ (x; y; z) ∈ S2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ V (x; y; z) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÙ × ÔÏÞËÅ(x; y; z) (ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÕ (x; y; z)).ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ V , ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ gt : S1 → S1,−1 ≤ t < 1 ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ S1 �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x√1− t2; y√1− t2; t) ∈S2 �ÒÑÍÕÀ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ V (x√1− t2; y√1− t2; t). úÁÔÅÍ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ R2 =
{(u; v; 0) | u; v ∈ R} ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1) ∈ S2. �ÏÇÄÁ gt(x; y) ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÏÅË�ÉÉ(�ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ!).úÁÄÁÞÁ 4. Á) ðÕÓÔØ V (0; 0;−1) 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g

−1 ÒÁ×ÎÁ 0. Â) ðÕÓÔØ V (0; 0; 1) 6= 0.ïÔÌÏÖÉÍ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë S2 × ÔÏÞËÅ (0; 0; 1), ×ÅËÔÏÒ ~W (a), ÒÁ×ÎÙÊ V (0; 0; 1).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ p(a) = (x; y; z) | �ÒÏÅË�ÉÑ ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÓÆÅÒÕ (�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ É ÌÕÞÁ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÞÅÒÅÚ�ÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ É a); ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒ ~W (a) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÓÆÅÒÅ × ÔÏÞËÅp(a) | �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ W (x; y; z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ W (x; y; z) É ×ÅËÔÏÒ V (x; y; z) ÎÅÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ z ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë 1 (Á x É y, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ë 0). ×) ðÕÓÔØht : S1 → S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É gt, ÎÏ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑW ×ÍÅÓÔÏ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÍ Ë 1, ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ht ÒÁ×ÎÁ 2. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ gt �ÒÉ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÍ Ë 1, ÒÁ×ÎÁ 2. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ× ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÏ ÌÏÖÎÙÍ: ÌÀÂÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. Ä) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ �ÒÉÍÅÒ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÁ S2, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÎÕÌØ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
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