îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô ôïðïìïçéñ, ïóåîø 2010 ç.

2. ïôïâòáöåîéñ ïëòõöîïóôé œ ïëòõöîïóôø.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ f : S^1 → S^1, ÇÄÅ S^1 = {(x; y) ∈ R^2 | x^2 + y^2 = 1}, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x; y) = A(x; y)= |A(x; y)| ÐÒÉ Á) A(x; y) = (x; −y), Â) A(x; y) = (y; x), Œ) A(x; y) = (x^2 − y^2; 2xy), Ç) A(x; y) = (Re((x + iy)^n); Im((x + iy)^n)), ÇÄÅ n ∈ Z.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ P (z) = z^n +a_{n−1}z^{n−1} +· · ·+a_0 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_R : S^1 → S^1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_R(x; y) = P (R(x + iy))= |P (R(x + iy))|; ÚÄÅÓØ R ¿ 0 | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_t : S^1 → S^1, 0 ≤ t ≤ 1, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g_0 = f_R, Á g_1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1Ç (ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, f_R É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1Ç ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ). Â) ðÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÚÁÄÁÞ 2Á É 1Ç ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ z ∈ C ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P (z) = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ R; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÅÇÏ ÄÌÑ R = 0.

úÁÄÁÞÁ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E : R → S^1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ E(t) = (cos 2ßt; sin 2ßt). Á) ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(0) = 0, f(1) = n ∈ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S^1 → S^1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g ∘ E = E ∘ f. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3Á ÒÁŒÎÁ n. Œ) ðÕÓÔØ g : S^1 → S^1 | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(1; 0) = (1; 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g ∘ E = E ∘ f É f(0) = 0. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(1) = deg g, ÇÄÅ f | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3Œ. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_0 : S^1 → S^1 É g_1 : S^1 → S^1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÚÁÄÁÞÅ 3Œ). ðÏÓÔÁŒØÔÅ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a_1; : : : ; a_N , ËÁË Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ.

œÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2 = {(x; y; z) | x^2 + y^2 + z^2 = 1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ V (x; y; z), ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ (x; y; z) ∈ S^2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ V (x; y; z) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÙ Œ ÔÏÞËÅ (x; y; z) (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÕ (x; y; z)).

ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÚÁÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ V , ÎÅ ÒÁŒÎÏÅ ÎÕÌÀ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ g_t : S^1 → S^1, −1 ≤ t ¡ 1 ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ S^1 ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x √ 1 − t^2; y √ 1 − t^2; t) ∈ S^2 ÐÒÑÍÕÀ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ V (x √ 1 − t^2; y √ 1 − t^2; t). úÁÔÅÍ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 = {(u; v; 0) | u; v ∈ R} ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1) ∈ S^2. ôÏÇÄÁ g_t(x; y) ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ!).

úÁÄÁÞÁ 4. Á) ðÕÓÔØ V (0; 0; −1) ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_{−1} ÒÁŒÎÁ 0. Â) ðÕÓÔØ V (0; 0; 1) ≠ 0. ïÔÌÏÖÉÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë S^2 Œ ÔÏÞËÅ (0; 0; 1), ŒÅËÔÏÒ ~W (a), ÒÁŒÎÙÊ V (0; 0; 1). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p(a) = (x; y; z) | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÓÆÅÒÕ (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ É ÌÕÞÁ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ É a); ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ŒÅËÔÏÒ ~W (a) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÓÆÅÒÅ Œ ÔÏÞËÅ p(a) | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ W (x; y; z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ W (x; y; z) É ŒÅËÔÏÒ V (x; y; z) ÎÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÙ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ z ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë 1 (Á x É y, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Ë 0). Œ) ðÕÓÔØ h_t : S^1 → S^1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É g_t, ÎÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ W ŒÍÅÓÔÏ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÍ Ë 1, ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h_t ÒÁŒÎÁ 2. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_t ÐÒÉ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÍ Ë 1, ÒÁŒÎÁ 2. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÏ ÌÏÖÎÙÍ: ÌÀÂÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. Ä) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ S^2, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÕÌØ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.