íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, ïóåîø 2010 ç.

3. óœñúîïóôø, ëïíðáëôîïóôø, çïíïôïðéþåóëáñ üëœéœáìåîôîïóôø

úÁÄÁÞÁ 1. òÁÚÂÅÊÔÅ ÚÁÇÌÁŒÎÙÅ ÂÕËŒÙ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ (Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÎÁÞÅÒÔÁÎÉÉ ÂÅÚ ÚÁÓÅÞÅË) ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ R^2, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; sin 1=x), x ≠ 0, É ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; y), −1 ≤ y ≤ 1, ÓŒÑÚÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1) → {z ∈ C | |z| = 1} = S^1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(t) = exp(2ßit), ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ c ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x = (x_1; x_2; : : : ) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |x_n| ≤ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ d(x; y) = sup_n |x_n − y_n| ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ c ÍÅÔÒÉËÕ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ c ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˝^{def}= {(x_1; x_2; : : : ) | |x_n| ≤ 1=2^n ∀n} ⊂ c ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ) ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÉÌÉÎÄÒ S^1 × [0; 1] É ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÕËÅÔ k ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ X_k, k ≥ 2, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÕËÅÔÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ X_k É X_l ÐÒÉ k ≠ l ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 7Á). òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^1 → X_k, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ S^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Œ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ ÎÏÍÅÒ 1 ÂÕËÅÔÁ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : X_k → S^1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÏÍÅÒ k ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Œ S^1, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅ Œ ÔÏÞËÕ. ôÏÇÄÁ f É g ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Œ ÔÏÞËÕ (ÐÏÞÅÍÕ?), Á g ∘ f : S^1 → S^1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ X_k ÎÁ S^1 ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÐÁÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

óÆÅÒÏÊ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÐÁÒÎÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ 4g- ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ (\ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ"). ôÁË, ÓÆÅÒÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÒÕÞËÏÊ ÜÔÏ ÔÏÒ S^1 × S^1.

úÁÄÁÞÁ 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó g − 1 ÒÕÞËÁÍÉ É ÄÙÒËÏÊ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉËÌÅÅÎÁ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÒÕÞËÁ | ÔÏÒ Ó ÄÙÒËÏÊ. Â) òÁÚÏÂØÅÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÁÒÙ É ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ ÓËÌÅÉÍ ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÒÕ S^1 × S^1 É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ÔÏÒÅ ÓËÌÅÅÎÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. Œ) ôÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ŒÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ | ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÆÅÒÁ Ó ÄŒÕÍÑ ÒÕÞËÁÍÉ. Ç*) òÁÚÏÂØÅÍ ÓÔÏÒÏÎÙ 4g-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ 4g + 2-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÁÒÙ É ÓËÌÅÉÍ ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É Ó ŒÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÁ ÂÕËÅÔÕ 2g ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó k ÒÕÞËÁÍÉ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó l ÒÕÞËÁÍÉ ÐÒÉ k ≠ l.