íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, ïóåîø 2010 ç.

4. îáëòùôéñ é æõîäáíåîôáìøîáñ çòõððá.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ ÎÁÄ S^1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ: ÏÂSSÅËÔÙ ÅÅ | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÅÓÌÉ l|k, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ k → l, Á ÅÓÌÉ l ̸|k, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ k → l ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

çÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÏ ËÁËÏÍÕ- ÌÉÂÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÀ ÉÈ ËÏÎÃÏŒ. óËÌÅÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ, Á ÔÏÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÅ- ÉÌÉÓØ ËÏÎÃÙ, | ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÎÃÏŒ ÒÅÂÅÒ, ÓËÌÅÅÎÎÙÈ Œ ÄÁÎÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔØÀ ŒÅÒÛÉÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ ` ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÅÎ, Ô.Å. ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÎÅÞÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ ` ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ `_a, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 1a (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ), ÏÄÎÏÓŒÑÚÅÎ. Œ) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p_a : `_a → S^1 ∨ S^1 ÎÁÄ ÂÕËÅÔÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 2Â, ÞÔÏ ß_1(S^1 ∨ S^1) | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F_2 Ó ÄŒÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ p_b : `_b → S^1 ∨ S^1 É p_c : `_c → S^1 ∨ S^1, ÇÄÅ ÇÒÁÆÙ `_b É `_c ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1b É 1c ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ (p_b)_∗(ß_1(`_b)) ⊂ F_2. îÏÒÍÁÌØÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ? ïÐÉÛÉÔÅ ß_1(`_b) ËÁË ÇÒÕÐÐÕ. Œ) ôÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÇÒÁÆ `_c.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ B É E ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚ- ÎÙ, É ÐÕÓÔØ b ∈ B | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ p_∗(ß_1(E)) ⊂ ß_1(B) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÔÌÑ Œ B Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ b, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÐÅÔÌÉ É ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ Œ E. õËÁÖÉÔÅ ÔÁËÕÀ ÐÅÔÌÀ ÄÌÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÂÕËÅÔÁ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÇÒÁÆÏÍ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÍ ÎÁ ÒÉÓ. 1c.

úÁÄÁÞÁ 5. Á) ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ` ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ n-ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÂÕËÅÔÁ ÉÚ k ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ` ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓŒÑÚÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÂÕËÅÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Œ ÂÕËÅÔÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ? Œ) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞ 5Á É 5Â, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F_k Ó k ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, É ÉÎÄÅËÓ |F_k : G| = n ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ F_p. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÉÓÌÏ p ÞÅÒÅÚ n É k. ðÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 6. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : C → M ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ M ÃÉÌÉÎÄÒÏÍ C = S^1 × [0; 1]. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(U), ÇÄÅ U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_1(M) = ß_1(C) = Z, É ÏÐÉÛÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ p_∗ : ß_1(C) → ß_1(M).

úÁÄÁÞÁ 7. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : S^2 → RP^2 É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ß_1(RP^2). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ RP^2 ËÁË ËÒÕÇ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ, ÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÇÒÁ- ÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p^{−1}(U) ⊂ S^2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÃÉÌÉÎÄÒÕ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p ÎÁ ÎÅÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁËÒÙÔÉÀ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ Œ ÚÁÄÁÞÅ 6.

c b a • ••

• ••

• • •

• • •

• • • • • •

• •

• •

• • • •

• ••

• ••

• • •

• • •

• • • • • • •

òÉÓ. 1. îÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÄ ÂÕËÅÔÏÍ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ 1

úÁÄÁÞÁ 8. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : T^2 → K, ÇÄÅ K | ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß_1(K) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a É b, ÓŒÑÚÁÎÎÙÍÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ abab^{−1} = 1. Œ) ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ (ÉÎÄÅËÓÁ 2) p_∗(ß_1(T^2)) ⊂ ß_1(K).

íÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ p : E → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M ÇÒÕÐÐÙ ß_1(B; b) (b ∈ B | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ) Œ ÇÒÕÐÐÕ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÏÑ F Œ ÓÅÂÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÕÓÔØ x ∈ ß_1(B; b) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÐÅÔÌÅÊ fl : [0; 1] → B. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ p^{−1}(b) = F ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ` : [0; 1] → E ÐÅÔÌÉ fl ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ `(0) = y (` ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ M(fl)(y) = `(1).

úÁÄÁÞÁ 9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M(fl) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÏÑ p^{−1}(b) Œ ÓÅÂÑ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÅÔÌÉ fl, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ËÌÁÓÓ x. Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 6, 7 É 8. Œ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÊ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÅ 3.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ s_2 : C^2 → C ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ: s_2(z; w)^{def}= w. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P : C → C, É ÐÕÓÔØ `_P = {(z; P (z)) | z ∈ C} ⊂ C^2 | ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË. þÉÓÌÏ c ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ P , ÅÓÌÉ P^′(z) ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ P (z) = c.

úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U ⊂ C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ P , ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ s_2 ÎÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ V^{def}= s^{−1}_2 (U) ⊂ `_P | ÎÁËÒÙÔÉÅ V → U, ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ P . Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÀ ÜÔÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ P (z) = z^n. Œ) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ P (z) = z^5 − 5z − 1.