íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, ïóåîø 2010 ç.

5. òáóóìïåîéå èïðæá.

ðÕÓÔØ S^3 = {(z; w) ∈ C^2 | |z|^2 + |w|^2 = 1} | ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, Á C P^1 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : S^3 → C P^1 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(z; w) = [z : w], ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏÐÆÁ.

úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(a) ⊂ S^3 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ C P^1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ C P^1 É ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ˘ : p^{−1}(U) → S^1 = {¸ ∈ C | |¸| = 1} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˘ × p|_p−1_{(U)} : p^{−1}(U) → U × S^1 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ ff ¿ 0. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_ff = {[z : w] ∈ C P^1 | |w=z| ≤ ff} É B_ff = {[z : w] ∈ C P^1 | |w=z| ≥ ff} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ËÒÕÇÁÍ (Ó ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ C_ff = {[z : w] ∈ C P^1 | |w=z| = ff}). œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ p^{−1}(A_ff) É p^{−1}(B_ff) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑÍ, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(C_ff) | ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D = {(z; w) ∈ S^3 | w ∈ [0; 1]} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÒÕÇÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ ÐÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ p^{−1}([1 : 0]) ⊂ S^3. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ≠ [1 : 0] ÓÌÏÊ p^{−1}(a) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ D ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

çÒÕÐÐÁ SU(2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ ( a b −b a ) , ÇÄÅ |a|^2 + |b^2| = 1. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ SU(2) ÎÁ C^2

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^3 ⊂ C^2 Œ ÓÅÂÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, SU(2) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ S^3.

úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ SU(2) ÎÁ S^3 ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÂÁÚÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ q ÇÒÕÐÐÙ SU(2) ÎÁ C P^1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p∘X = q(X)∘p ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ SU(2). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ q ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v ∈ C P^1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ X ∈ SU(2) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ q(X)(u) = v. Œ) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÚÁÄÁÞ 4Â É 3Â, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ 1: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ C P^1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D_u ⊂ S^3, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÒÕÇÕ É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p^{−1}(u) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Œ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÒÕÇÁ, Á p^{−1}(v) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ D_u ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 5. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S^1 = {˘ ∈ C | |˘| = 1} ÎÁ S^3, ÚÁ- ÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ˘(z; w) = (˘z; ˘^nw). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; Â) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ˙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C P^1 (Ô.Å. ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ); Œ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : S^3 → ˙, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ (z; w) ∈ S^3 Œ ÅÅ ÏÒÂÉÔÕ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ n ≠ ±1. ðÒÉ n = 1 ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ, Á ÐÒÉ n = −1?

ðÕÓÔØ E | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2), ÇÄÅ v_1; v_2 ∈ R^3 ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: (v_i; v_j ) = ffi_{ij} . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ S^2 ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Œ R^3 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → S^2 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p(v_1; v_2) = v_1.

úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p : E → S^2 | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. Â) ðÕÓÔØ A ⊂ S^2 | ŒÅÒÈÎÅÅ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ, B ⊂ S^2 { ÎÉÖÎÅÅ, Á C ⊂ S^2 | ÜËŒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p^{−1}(A) ⊂ E É p^{−1}(B) ⊂ E ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑÍ, Á p^{−1}(C) ⊂ E | ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ p^{−1}(v) ⊂ E ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ v ∈ S^2 ÎÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ Œ E.