íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, ïóåîø 2010 ç.

8. ëìåôëé ûõâåòôá.

úÁÄÁÞÁ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^{n+1} ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_{n+1}, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A_k ⊂ RP^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L_{k+1}^{def}= ⟨e_1; : : : ; e_{k+1}⟩, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ L_k. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_k ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ R^k . Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ RP^n . Œ) óÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ C P^n .

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 1Â). òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉ n = 1 É n = 2, ÚÁÔÅÍ ÐÒÉ n = 3.

úÁÄÁÞÁ 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G(4; 2) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^4 . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ R^4 ÂÁÚÉÓ e = (e_1; : : : ; e_4). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G(4; 2) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍ R^k , É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ k: Á) œ_{2;2}(e): ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩; Â) œ_{2;1}(e): ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩, ÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ⟨e_1⟩; Œ) œ_2(e): ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ⟨e_1⟩, É ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩; Ç) œ_{1;1}(e): ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ⟨e_1⟩; Ä) œ_1(e): ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ⟨e_1⟩.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÄÁÞÉ 2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ G(4; 2). Â) ðÕÓÔØ ÉÎ- ÄÅËÓÙ ˘ É ¯ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ dim œ_˘ + dim œ_¯ = 4(= dim G(2; 4)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÏŒ e É f \ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ" ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ œ_˘(e) ∩ œ_¯(f) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ. Œ) óÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G_+(4; 2) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^4 . Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G_+(4; 2) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S^2 × S^2. Ä) œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S^2 × S^2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ S^2 ÎÁ ÔÏÞËÕ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ). ëÁË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÅÔÏË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Œ ÐÕÎËÔÅ 3Œ?

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ e = (e_1; : : : ; e_n) Œ R^n . äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ⊂ R^n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a_s = a_s(V )^{def}= dim V ∩ ⟨e_1; : : : ; e_s⟩.

úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a_1 ≤ a_2 ≤ · · · ≤ a_n É 1−a_1 ≤ 2−a_2 ≤ · · · ≤ n−a_n. Â) îÁÚÏŒÅÍ ÉÎÄÅËÓ s ŒÅÄÕÝÉÍ, ÅÓÌÉ a_s ¿ a_{s−1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ v_1; : : : ; v_k ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v_i = e_{mi} + f_i, ÇÄÅ m_i | i-Ê ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ŒÅÄÕÝÉÊ ÉÎÄÅËÓ, Á f_i = ∑ t ff^{(i)}_t e_t, ÇÄÅ Œ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ t ÍÅÎØÛÅ m_i É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅÔ ŒÅÄÕÝÉÈ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ œ_{a_1; : : : ; a_n}(e) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V ⊂ R^n Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØÀ a_s ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ R^k , É ÎÁÊÄÉÔÅ k. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ dim V = 1 É n = 4; dim V = 2 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 1 É 2.

úÁÄÁÞÁ 6. äÌÑ ËÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a_1; : : : ; a_n, b_1; : : : ; b_n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ œ_{a_1; : : : ; a_n}(e) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ œ_{b_1; : : : ; b_n}(e)?