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ëÏÎÉËÉ É Ë×ÁÄÒÉËÉ
ðÏÌÅ k × ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ
ÄÒÕÇÏÅ.
ëÏÎÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 × P2, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ÓÔÅÐÅÎÉ 2.
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÏÊ ÐÒÑÍÙÈ ÌÉÂÏ ÎÅÏÓÏÂÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ P ∈ C { ÔÏÞËÁ ÎÁ ËÏÎÉËÅ, Á L ⊂ P2 { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-
ÝÁÑ P .
a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ P : C �−→ L { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
b) ðÕÓÔØ C É L ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ −x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0 É x0 = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á
P = (1 : 1 : 0). úÁÐÉÛÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë � ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.
úÁÄÁÞÁ 3. a◦) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÏÎÉËÁ ÎÁÄ Q ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÁ, ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ P1Q.
b) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 2b, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2+y2 = 1
ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (p2 − q2

p2 + q2 ;
2pq

p2 + q2

)
;

ÇÄÅ p; q ∈ Z.
c) òÅÛÉÔÅ × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + y2 = z2.
d) òÅÛÉÔÅ × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + 3y2 = z2.
ðÏÌÑÒÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ V { 3-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Q { ÎÅ×ÙÒÏ-
ÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á q { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ
ÎÁ V . ÷ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ P ∈ P(V ) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÒÑÍÕÀ P× × P(V ), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË S,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Q(lP ; lS) = 0 (ÇÄÅ lP É lS { ÐÒÑÍÙÅ × V ). ðÒÑÍÁÑ P× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ
ÔÏÞËÉ P , Á P { ÐÏÌÑÒÏÊ P×.
úÁÄÁÞÁ 4. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ PS1 É PS2 { ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ËÏÎÉËÅ
C, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ q = 0, ÐÒÉÞ£Í S1; S2 ∈ ó. ôÏÇÄÁ S1S2 { ÐÏÌÑÒÁ P .
c) þÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ C?
d) ëÁË (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏÌÑÒÁ ÐÒÑÍÏÊ?
ë×ÁÄÒÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 × P3, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 2. òÁÎÇÏÍ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ
ÆÏÒÍÙ.
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ (ÒÁÎÇ 1), ÐÁÒÏÊ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÅÊ (ÒÁÎÇ 2), ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÎÕÓÁ ÎÁÄ ËÏÎÉËÏÊ × A3 (ÒÁÎÇ 3) ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ (ÒÁÎÇ 4). ðÒÉ ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÒÁÎÇÏÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.
ë×ÁÄÒÉËÁ ÒÁÎÇÁ 4 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : Pr−1 × Ps−1 → Prs−1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

((x0 : x1 : : : : : xr); (y0 : y1 : : : : : ys)) 7→ (x0y0 : x0y1 : : : : : x0ys : x1y0 : x1y1 : : : :):

ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ óÅÇÒÅ.
úÁÄÁÞÁ 6. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ � { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÅÇÏ ÉÄÅÁÌ ÐÏÒÏÖÄÅÎ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ zijzkl − zilzkj.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � ÚÁÄÁ£Ô ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Pr−1 × Ps−1 Ó ÏÂÒÁÚÏÍ �.
c∗) îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÒÁÚÁ �.
úÁÄÁÞÁ 7. a◦) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ P1 × P1.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÁ P2.
úÁÄÁÞÁ 8. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ ÅÓÔØ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÐÒÑÍÙÈ × P3,
ÐÒÉÞ£Í ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Á ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ { ÎÅÔ.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ ÎÅÔ.
c◦) ïÐÉÛÉÔÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Ë ÎÅÊ × ÎÅÏÓÏÂÏÊ
ÔÏÞËÅ.
d∗) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÏÄÎÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ.
úÁÄÁÞÁ 9∗. ðÕÓÔØ P { ÔÏÞËÁ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q, Á Q̃ { ÓÔÒÏÇÉÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Q ÐÒÉ
ÒÁÚÄÕÔÉÉ ÔÏÞËÉ P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÚÁÄÁ£Ô ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Q̃→ P2, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÎÁ P2.
úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ Q { Ë×ÁÄÒÉËÁ ÒÁÎÇÁ 3.
a) ïÐÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ Q.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÏÄÎÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ.
c∗) ðÕÓÔØ Q0 ⊂ A3 { ÁÆÆÉÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ËÏÎÉËÏÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ Q0 ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄ£Î ÏÄÎÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.
úÁÄÁÞÁ 11∗. ðÕÓÔØ P { ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q ÒÁÎÇÁ 3, Á Q̃ { ÓÔÒÏÇÉÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Q
ÐÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÉ ÔÏÞËÉ P .
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ P ÎÁ Q̃ { ÜÔÏ ËÏÎÉËÁ × P2.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÚÁÄÁ£Ô ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q̃ → P2, ÏÂÒÁÚ
ËÏÔÏÒÏÇÏ { ËÏÎÉËÁ, Á ÓÌÏÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ { ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ.
c) éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ Q̃ É P2? Q̃ É P1 × P1?


