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íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁ
ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Gr(k; V ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-
ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × V , ÞÅÒÅÚ Gr(k; n) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × kn.
Gr(k; V ) É Gr(k; n) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ çÒÁÓÓÍÁÎÁ.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Gr(k; V ) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.
úÁÄÁÞÁ 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en × V . a◦) ðÕÓÔØ Ua1:::ak ⊂ Gr(k; V ) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÒÏÅËÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ 〈ea1 ; : : : ; eak〉 ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ∼= Ak(n−k).
b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gr(k; V ) ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÁÒ-
ÔÁÍÉ Ua1:::ak ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Gr(k; V ) { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
k(n− k).
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Gr(k; V ) | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÌÏÖÉÍ ÅÇÏ × ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ W ∈ Gr(k; V ) { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ w1; : : : ; wk. óÏÐÏÓÔÁ-
×ÉÍ ÅÍÕ ÐÒÑÍÕÀ 〈w1 ∧ w2 ∧ : : : ∧ wk〉 ∈ P(�k(V )). üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ (ÔÏÞÎÅÅ, Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ
ÚÁÐÉÓØ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ W , Á ÓÁÍÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ { ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅÍ ðÌÀËËÅÒÁ.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÓÔØ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ Gr(k; V ) É
ËÌÁÓÓÁÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.
ëÁË ÏÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ? ðÕÓÔØ x ∈ �k(V ), � ∈ �l(V ∗), l 6 k.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x ` � Ó×£ÒÔËÕ ÔÅÎÚÏÒÁ x⊗ � ÐÏ ÐÅÒ×ÙÍ l ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ.
úÁÄÁÞÁ 3. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ÒÁÚÌÏÖÉÍ ⇔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ∗ → �k−1(V ) : f 7→ x ` f ÉÍÅÅÔ
k-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ.
b) úÁÄÁÊÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ k-×ÅËÔÏÒÏ×. ëÁËÏ×Á ÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ?
úÁÄÁÞÁ 4. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ∈ �k(V ) ÒÁÚÌÏÖÉÍ ⇔ (x ` �)∧x = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ � ∈ �k−1(V ∗).
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑÍÉ.
åÝ£ ÐÒÏÝÅ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÐÒÉ k = 2. ôÏÇÄÁ x ∈ �2(V ) ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÔÉÔÔË x ∧ x = 0.
úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄÌÑ a◦) Gr(2; 4); b) Gr(2; 5).
c◦) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ × P3 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÅ × P5.
úÁÄÁÞÁ 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ × Gr(k; V ).
úÁÐÉÛÉÔÅ ÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÐÌÀËËÅÒÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.
a) ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ⊂ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T ⊂ V .
b) ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ⊂ V , ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T ⊂ V .
c) ôÏÞËÉ × Gr(2; 4), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÐÒÑÍÙÍ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ × P3 ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.
ðÕÓÔØ Vi = 〈e1; : : : ; ei〉 ⊂ kn { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÌÑ W ∈ Gr(k; n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i(W )
ÎÁÂÏÒ (i0; i1; : : : ; in), ÇÄÅ id = dim(W ∩ Vd).
úÁÄÁÞÁ 7. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ i0 = 0; in = k, id+1 = id ÉÌÉ id + 1.
b) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× i(W ) ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ W? îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁÒ-
ÔÉÎËÕ.
úÁÄÁÞÁ 8∗. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ i(W ) = �i ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z�i, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.
b) ëÁËÏ×Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ?
c) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z�i ÐÒÉ �i = (0; 0; : : : ; 0; 1; 2; : : : ; k) ÏÔËÒÙÔÏ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ × Gr(k; n).
ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ. ïÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ.


