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ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ
ðÏÄ ÍÏÄÕÌÑÍÉ × ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÌÅ×ÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ A. ëÁÔÅÇÏÒÉÀ ÌÅ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A−mod.
úÁÄÁÞÁ 1◦. ðÕÓÔØ f : M → N { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÂßÅËÔ × ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ïÂßÅËÔÙ { ÐÁÒÙ (X; u), ÇÄÅ X { ÍÏÄÕÌØ, Á u : X → M { ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ fu = 0. íÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ (X1; u1) × (X2; u2) { ÔÁËÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ g : X1 → X2,
ÞÔÏ u2g = u1.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ X { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Y { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f : X → Y { ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ. ïÐÉÛÉÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ïÂßÅËÔÙ { ÐÁÒÙ (Z; v), ÇÄÅ
Z { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, v : Y → Z { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏ-
ÚÉÃÉÑ vf ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. íÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ (Z1; v1) × (Z2; v2) { ÔÁËÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
g : Z1 → Z2, ÞÔÏ gv1 = v2.
úÁÄÁÞÁ 3. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ a◦) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏ-
ÌÅÃ; b∗) ËÏÌÅÃ; c) ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×; d) ÇÄÅ ÏÂßÅËÔÙ { ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÉÚ x × y ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÌÉ x 6 y; e◦) ÇÄÅ
ÏÂßÅËÔÙ { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÚ m × n ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÌÉ m|n.
úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ A → B { ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÍ
ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ ÚÁÂÙ×ÁÎÉÑ B−mod → A−mod ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁ-
ÌÑÒÏ× M 7→ B ⊗AM , Á ÐÒÁ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÍ { ÆÕÎËÔÏÒ M 7→ HomA(B;M).
úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ A { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, S ⊂ A { ÐÏÄËÏÌØÃÏ, M { A-ÍÏÄÕÌØ. ðÒÏ-
×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÙÍ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÆÕÎËÔÏÒÕ M ⊗A − ÉÚ A-ÍÏÄÕÌÅÊ × S-ÍÏÄÕÌÉ ÂÕÄÅÔ
ÆÕÎËÔÏÒ HomS(M;−).
íÏÄÕÌØ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏ-
ÄÕÌÅÊ s : M → N É ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : P → N ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ′ : P → M
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ sf ′ = f . ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÏÄÕÌØ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ t : M → N É ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ g : M → I ÎÁÊÄ£ÔÓÑ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g′ : N → I ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g′t = g.
úÁÄÁÞÁ 6. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ⊕Pi ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ ÔÉÔÔË ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ Pi ÐÒÏ-
ÅËÔÉ×ÅÎ.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ∏ Ii ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÔÉÔÔË ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ Pi ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ.
úÁÄÁÞÁ 7. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ⊕t∈TA ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÅÎ.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ.
c) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.
ðÏÄÓËÁÚËÁ: ×ÏÚØÍÉÔÅ ËÏÌØÃÏ M2(R) ÉÌÉ Z× Z.
úÁÄÁÞÁ 8∗. äÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ âÜÒÁ: A-ÍÏÄÕÌØ I ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÔÉÔÔË ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ A ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : J → I ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ A→ I.
ðÏÄÓËÁÚËÁ: ×ÏcÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 9. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ I ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ A
ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÔÉÔÔË ÏÎ ÄÅÌÉÍ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m ∈M É a ∈ A, a 6= 0, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ y ∈M ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ x = ay.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q É Q=Z { ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ Z-ÍÏÄÕÌÉ.


