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1. Ïóñòü p > 0. Äëÿ òî÷åê Ai = (xi, yi) ∈ R2, i = 1, 2, ïîëîæèì

ρp(A1, A2) = p

√
|x2 − x1|p + |y2 − y1|p .

à) Ïðè êàêèõ p ýòî � ìåòðèêà íà ïëîñêîñòè R2?
á) Ìîæíî ëè (åñòåñòâåííûì îáðàçîì) îïðåäåëèòü ρ∞? ×òî ýòî òàêîå?
ßâëÿåòñÿ ëè îíî ìåòðèêîé?
â) Ïðè ôèêñèðîâàííîì p (íå îáÿçàòåëüíî òàêîì, ïðè êîòîðîì ρp � ìåò-
ðèêà) áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî X ïëîñêîñòè R2 îòêðûòûì, åñëè
äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà B,
äëÿ êîòîðîé ρp(A,B) < ε, ïðèíàäëåæèò X. Ïðè êàêèõ (ïîëîæèòåëü-
íûõ) p îïèñàííîå ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ
íà ïëîñêîñòè.
ã) Ïðè êàêèõ p (äîïóñòèìûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïóíêòà â)) ñîîòâåòñòâóþùèå
òîïîëîãèè íà ïëîñêîñòè R2 ñîâïàäàþò?
2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåðâàë α íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ñòðîãî âëîæåí
â èíòåðâàë β, åñëè α âëîæåí â β è íèêàêèå èç èõ êîíöîâ íå ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà (íåïó-
ñòûõ) èíòåðâàëîâ èìååò îáùóþ òî÷êó. Ñôîðìóëèðîâàòü (êàêîé-íèáóäü)
àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòè R2.
3. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà íåì, X/ ∼ � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
à) Ââåñòè (åñòåñòâåííóþ) òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå X/ ∼.
á) Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ïðîñòðàíñòâå Rn òåì, ÷òî
x ∼ y åñëè y = λx äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî λ ∈ R (çäåñü x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn, λx = (λx1, . . . , λxn); ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî � äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.) ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñòðàíñòâî Rn/ ∼ õàóñäîôîâûì? Êà-
êèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ïðåäåëû è ÷åìó îíè
ðàâíû?
â) Îïðåäåëèì òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ïðîñòðàíñòâå Rn \ {0} (Rn áåç íà÷àëà êîîðäèíàò). ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñò-
ðàíñòâî (Rn \ {0})/ ∼ õàóñäîôîâûì? Êàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå èìåþò ïðåäåëû è ÷åìó îíè ðàâíû?
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4. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Rn òîïîëîãèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîò-
ðèì âñåâîçìîæíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé I âèäà

P1(x1, x2, . . . , xn) = 0,

P2(x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . .

Pk(x1, x2, . . . , xn) = 0,

ãäå Pi ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò n ïåðåìåííûõ (òàêèå óðàâíåíèÿ íàçû-
âàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè). Ìíîæåñòâî ZI ðåøåíèé òàêîé ñèñòåìû íàçî-
âåì çàìêíóòûì. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò (çàìêíóòîå)
ìíîæåñòâî Rn. Ìíîæåñòâî, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó çàìêíóòî, íàçîâåì
îòêðûòûì. Ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ (íàïðèìåð, áåñêî-
íå÷íàÿ) ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ñè-
ñòåìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêîâûõ. Íî ìû íå áóäåì ýòî äîêàçûâàòü.

à) Ñôîðìóëèðîâàòü àëãåáðàè÷åñêîå óòâåðæäåíèå, ãàðàíòèðóþùåå, ÷òî
îïèñàííàÿ ñèñòåìà (îòêðûòûõ) ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ íà ïðî-
ñòðàíñòâå Rn. (Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî.)

á) ×òî ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â òîïîëîãèè Çà-
ðèñêîãî íà R?

â) Ñðàâíèìû ëè òîïîëîãèÿ Çàðèñêîãî è ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ íà
ïðîñòðàíñòâå Rn.

ã) Äîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ Çàðèñêîãî ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñëàáîé ñðåäè
âñåõ òîïîëîãèé íà Rn, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî
ñ÷èòàòü àëüòåðíàòèâíûì îïðåäåëåíèåì.

ä) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà â òîïî-
ëîãèè Çàðèñêîãî ïåðåñåêàþòñÿ.

å) Íàéòè ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn, yn), xn = 1/n, yn = 0 â
òîïîëîãèè Çàðèñêîãî íà R2.
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