
Наша цель --- доказать, что если взять одинаково распределённые независимые случайные величины с конечной
дисперсией, то зная только среднее и дисперсию можно довольно точно оценивать вероятность принятия средним
из этих величин значений в заданном интервале.

Сначала определим распределение вероятностей на множестве исходов R так, чтобы разрешить себе более, чем
счётное, количество событий.

Рассмотрим распределение вероятностей, у которого исходы --- числа. Что мы тогда можем заметить про веро-
ятности (не выделяя особо элементарные события)?

Перечислим базовые свойства вероятности, которые верны для нашего определения, и которые надо сохранить.

Определение 1. Вероятность любого события неотрицательна. Вероятность достоверного события равна 1. Если
событие является объединением не более, чем счётного числа непересекающихся событий, вероятности которых
известны, то его вероятность определена и равна сумме их вероятностей.

Мы можем полностью задать это распределение неубывающей функцией F (a) : F (a) = P ({x | x < a}).

Теорема 1. При этом будет выполнено P ({x | x 6 a}) = lim
b→a+

F (b).

Доказательство 1. Действительно,

R \ {x | x 6 a} = {x | x > a} = {x | x > a+ 1} ∪ [a+
1

2
; a+ 1) ∪ . . .

. Это счётное объединение непересекающихся множеств, каждое из которых выражается через множества вида {x |

x < c}. Частичные суммы ряда --- это некоторая монотонная последовательность значений вида P ({x | x > c}),
которые дополнительны до F (c). Из-за монотонности такая последовательность значений позволяет найти и предел
функции.

Далее через F удобно выражается вероятность попадания в любой промежуток.
Вероятность равенства случайной величины конкретному числу a равна F (a)− lim

b→a−
F (b).

Определение 2. F называется функцией распределения.

Функция распределения при конечном числе элементарных событий будет ступенчатой. Но для счётного числа
элементарных событий она уже может иметь весьма сложный вид.

Для каких ещё событий можно искать вероятности?
Если мы умеем находить вероятность попадания в любой промежуток, то можно найти (из базовых свойств)

и вероятность попадания в любое множество, заданное счётным объединением непересекающихся промежутков.
Кроме того, если множествоX покрыто множествомA и известна вероятность P (A), то P (X) не больше P (A) (или
же P (X) не определено). Если R \ X покрыто множеством B известной вероятности, то P (X) > 1 − P (B). Для
некоторых X можно с помощью приближений сколь угодно точно оценить вероятность. Некоторое рассуждение,
относящееся, скорее, к математическому анализу позволяет доказать в общем случае, что такие оценки всегда будут
непротиворечивы во всей своей совокупности. Для всех остальных X , как правило, вероятность определить и не
пытаются.

1



Можно рассмотреть произвольную неубывающую гладкую функцию распределения. Она задаст вероятность по-
падания в любой интервал. Вероятность точного попадания в любую данную точку будет равна 0, но так как точек
более, чем счётное множество, то это не мешает нам приписывать всей прямой вероятность 1.

Собственно, теперь нам не важно, что сами исходы являются числами --- мы построили способ задать вероятно-
сти в эксперименте, где элементарным событиям (в несчётном количестве) сопоставлены точки числовой прямой.

В частности, у нас может быть несколько независимых случайных величин на вероятностном пространстве
с огромным количеством элементарных событий, на котором задана вероятность (то есть числовая функция, опре-
делённая на некоторых событиях, для которой выполнены базовые свойства). Тогда можно рассмотреть функцию
распределения для одной из этих случайных величин.

Определение 3. Если F (x) =
x∫

−∞
f(x)dx, то функция f называется плотностью вероятности.

Теорема 2. При сложении независимых случайных величин с плотностями вероятности f1 и f2 получается слу-
чайная величина с плотностью вероятности x 7→

∞∫
−∞

f1(t)f2(x− t)dt.

Доказательство 2. Проинтегрируем от−∞ до некоторого y. У нас должна получится вероятность того, что сумма
меньше y. С другой стороны, у нас получится интеграл по полуплоскости с границей под 45◦, и интеграл подынте-
грального выражения по произвольному прямоугольнику со сторонами параллельно осям равен вероятности того,
что каждое из слагаемых попало в интервал, соответствующий стороне этого прямоугольника. Такими прямоуголь-
никами легко покрыть чуть больше нашей полуплоскости и чуть больше её дополнения со сколь угодно малым пе-
ресечением (для непрерывных f1, f2 это очевидно из-за уменьшения площади по которой мы интегрируем и стрем-
ления их к 0 при росте аргумента). Но тогда такие покрытия приближают наше событие (для непрерывных f1, f2
можно не заботиться про границу; в принципе, рассматривать надо прямоугольник без правой и верхней границы),
а значения интеграла по ним приближают значение нашего интеграла. Отсюда получаем, что интеграл предполага-
емой плотности вероятности задаёт нужную функцию распределения, что и требовалось.

Как теперь искать математическое ожидание?
Рассмотрим дискретный случай и возьмём из него базовое свойство.

Определение 4. Если разбить пространство в объединение непересекающихся множеств Bk, причём ξ(Bk) ⊂

[mk,Mk], то из такого ограничения следовалоMξ ∈ [
∑

mkP (Bk);
∑

MkP (Bk)].

Если распределениюF вероятностей дляx соответствует плотность f , и есть величина ξ(x), тоMξ =
∞∫

−∞
ξ(x)f(x)dx(=

∞∫
−∞

ξ(x)dF (x)), что достаточно сильно похоже на сумму
∑

xP (ξ = x) (для доказательства того, что в дискретном
случае эта сумма задаст математическое ожидание, достаточно свойства, которое мы назвали базовым). При пра-
вильном понимании интеграла с dF (x) та сумма просто окажется частным случаем написанного интеграла.

В принципе, базовое свойство математического ожидания задаёт математическое ожидание даже когда F () не
гладкая и не ступенчатая. Детали того, как именно оно задаётся, мы пропустим.

Определение 5. Важным примером распределения с гладкой функцией распределения является нормальное рас-
пределение. Если его ожидание равно 0, а дисперсия равна 1, то его плотность равна 1√

2π
e−

x2

2 .
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Теорема 3. (Центральная предельная теорема, одна из ослабленных формулировок) Если есть счётное число неза-
висимых одинаково распределённых ограниченных случайных величин ξn с математическим ожиданием 0 и диспер-
сией 1, то вероятность попадания ρn = ξ1+...+ξn√

n
в любой заданный интервал стремится при n → ∞ к вероятности

попадания в этот интервал случайной величины, имеющей нормальное распределение.

Для доказательства этой теоремы определим вспомогательное понятие --- характеристическую функцию рас-
пределения.

Определение 6. Для случайной величины ξ характеристической функцией называется χξ(t) = Meitξ.

Теорема 4. Характеристическая функция среднего n независимых ограниченных случайных величин, одинаково
распределённых с ξ, имеющей математическое ожидание 0 и дисперсию 1, сходится при n → ∞ к e−

t2

2 . При этом
сходимость равномерная по t на каждом отрезке.

Доказательство 3. Из-за независимости ξk, и, следовательно, eξk выполняется:

χ it(ξ1+...+ξn)√
n

(t) = Me
it(ξ1+...+ξn)√

n =
n∏

k=1

Me
iξk

t√
n =

n∏
k=1

χξk(
t√
n
)

Мы получаем, что надо доказать χn
ξ (

t√
n
) → e−

t2

2 . Но в силу разложения экспоненты, а также известных Mξ = 0

иMξ2 = Dξ = 1 выполняется

(Me
itξ√
n )n = (M(1 + it

ξ√
n
− 1

2n
t2ξ2 +O(n− 3

2 )))n = (1 + 0 +
1

2n
t2Dξ +O(n− 3

2 ))n → e−
t2

2

В чём польза от характеристической функции? Характеристическая функция --- ожидание мнимой экспонен-
ты от tξ, то есть математическое ожидание синуса и косинуса от значения ξ. Но через синусы и косинусы можно
приблизить любую непрерывную функцию; а через ожидания кусочно-линейных функций, быстро возрастающих
от нуля до единицы и через некоторое время быстро спадающих обратно, можно выразить ожидание индикатора
промежутка, то есть вероятность попадания в него. Но это и есть то, что требовалось.

Самый простой способ показать, что именно нормальное распределение обладает указанной зарактеристической
функцией, такой: предел не зависит от исходного распределения, а усреднение нормального распределения опять
даёт нормальное распределение --- тогда для этого распределения мы знаем предел.

В чём польза от предельной теоремы? Она позволяет сказать, что если у нас есть шум, то есть результат сло-
жения большого количества независимых воздействий, то любые его отклонения от нормального распределения ---
повод для анализа. Если всё хорошо, то получится нормальное распределение. Если нормальное распределение не
получилось --- это повод искать систематическую погрешность. Например, если при измерении уровня жидкости
студентами у распределения ответов два максимума, может оказаться, что одни измерили уровень нижней части
мениска, образующегося при смачивании, а другие --- верхней.

Это объясняет популярность метода наименьших квадратов --- при его использовании максимизируется плот-
ность вероятности около реально полученного значения при нормальном распределении ошибок относительно под-
бираемого идеала.
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