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Äîìàøíèé ýêçàìåí çà ïåðâûé ñåìåñòð

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E : y2 = x3 + x íàä ïîëåì Fp èìååò
ìåñòî #E(Fp) ≡ 0 mod 4 äëÿ âñåõ p > 2.

Çàäà÷à 2. Îïèøèòå âñå òàêèå óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 +

a4x+ a6, ãäå ai ∈ Z è ∆ 6= 0, ÷òî E(Q) ñîäåðæèò òî÷êó êðó÷åíèÿ P ñ x(P ) /∈ Z.
Çàäà÷à 3. Ïîñ÷èòàéòå ÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôèçìà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Fq ïðè
charFq 6= 2, 3.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ êîìïëåêñíûì óìíîæåíèåì íàä K, òî
åñòü òàêàÿ, ÷òî EndK(E) ñòðîãî áîëüøå, ÷åì Z. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ ïðîñòûõ l 6= charK
äåéñòâèåGK̄/K íà ìîäóëå Òåéòà Tl(E) àáåëåâî (ò. å. îáðàçGK̄/K â GL2(Ql) � êîììóòàòèâíàÿ
ïîäãðóïïà).

Çàäà÷à 5. Ïóñòü E = C/τZ + Z � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, P1 = a+ bτ, P2 = c+ dτ ∈ E[n]
� äâå òî÷êè n-äåëåíèÿ íà E, a, b, c, d ∈ 1

n
Z. Ïîëîæèì en(P1, P2) = exp(2πi(ad − bc)) ∈ µn.

Äîêàæèòå, ÷òî en ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà (ò. å. en èëè e
−1
n ) ñîâïàäàåò ñî ñïàðèâàíèåì Âåéëÿ.

Çàäà÷à 6. a)Ïóñòü K/Q � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå, O � êîëüöî öåëûõ K è ïóñòü hO
îáîçíà÷àåò ÷èñëî êëàññîâ èäåàëîâ O. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè E � êðèâàÿ ñ End(E) ∼= O, òî
j(E) àëãåáðàè÷íî è ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ [K(j(E)) : K] ≤ hO.

b∗)Íàéäèòå j(C/
√
−2Z + Z).
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