
Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû

òåîðèè ÷èñåë
Ëèñòîê 1

Âñïîìíèì àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ

Çàäà÷à 1◦. 1 Ïîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè
äâà (ò. å. êâàäðèêà) F (x, y, z) = 0 íåïðèâîäèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 3× 3 ìàòðèöà
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ F èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü. Êîãäà ýòî óòâåðæäåíèå îñòà¼òñÿ
âåðíûì â õàðàêòåðèñòèêå p?

Çàäà÷à 2◦. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè íà ñëåäóþùèõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ ïðîåê-
òèâèçàöèÿõ:

a) y2 = x3; b) 4x2y2 = (x2 + y2)3; c) y2 = x4 + y4; d)x2 + y2 = (z − 1)2.

Çàäà÷à 3◦. Ïðè êàêèõ a è b ñëåäóþùèå ïðîåêòèâíûå êðèâûå îñîáû:

a) y2z + axyz + byz2 = x3; b) y2z = x3 + axz2 + bz3.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü V ⊂ An � ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì K, çàäàííîå îäíèì óðàâíåíèåì.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P ∈ V íåîñîáà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dimK̄ mP/m
2
P = dimV.

(mP � èäåàë ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå P ).

Çàäà÷à 5◦. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå V åñòü ìíîæåñòâî íóëåé îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈
K[x0, . . . , xn]. Äîêàæèòå, ÷òî P ∈ V � îñîáàÿ òî÷êà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂f

∂x0
(P ) =

· · · = ∂f
∂xn

(P ) = 0.

Çàäà÷à 6 (ïîëå îïðåäåëåíèÿ è ãðóïïà Ãàëóà).

a)Ïóñòü V/K � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîêàæèòå, ÷òî K[V ] = {f ∈ K̄[C] | fσ =
f äëÿ âñåõ σ ∈ GK = Gal(K̄/K)}.
b)Äîêàæèòå, ÷òî Pn(K) = {P ∈ Pn(K̄) | P σ = P äëÿ âñåõ σ ∈ GK}.
c)Ïóñòü φ : V1 → V2 � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé. Äîêàæèòå,
÷òî φ îïðåäåëåíî íàä K â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà φσ = φ äëÿ âñåõ σ ∈ GK .
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ãèëüáåðòà 90. Åñëè íå ïîëó÷èòñÿ, ïîñìîòðèòå óêàçàíèÿ

ê çàäà÷å 1.12 â êíèãå Silverman'à ïðî ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Çàäà÷à 7◦ (ìîðôèçì Ôðîáåíèóñà). Ïóñòü V ⊂ Pn � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä
êîíå÷íûì ïîëåì Fq.
a)Ïîêàæèòå, ÷òî φ : [x0, . . . , xn] 7→ [xq0, . . . , x

q
n] îïðåäåëÿåò áèåêòèâíûé ìîðôèçì èç V â V.

b)ßâëÿåòñÿ ëè ýòîò ìîðôèçì èçîìîðôèçìîì?

c)Óáåäèòåñü, ÷òî V (Fq) = {P ∈ V | φ(P ) = P}.
Çàäà÷à 8◦. a)Ïóñòü C � êðèâàÿ y2z = x3. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : P1 → C, çàäàí-
íîå êàê φ([s, t]) = [s2t, s3, t3], ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ìîðôèçìîì. Íàéäèòå îáðàòíîå ðàöèî-
íàëüíîå îòîáðàæåíèå ψ : C → P1. ßâëÿåòñÿ ëè ψ èçîìîðôèçìîì?

b)Îòâåòüòå íà àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ C : y2z = x3 + x2z è îòîáðàæåíèÿ φ([s, t]) =
[(s2 − t2)t, (s2 − t2)s, t3].

Çàäà÷à 9◦. Ïóñòü Cp � êðèâàÿ â P2, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = pz2.

a)Äîêàæèòå, ÷òî Cp èçîìîðôíà P1 íàä Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≡ 1 mod 4.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè p ≡ 3 mod 4 ýòè êðèâûå ïîïàðíî íå èçîìîðôíû íàä Q è íå èçî-
ìîðôíû P1.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü R � í¼òåðîâà ëîêàëüíàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè (ò.å. îáëàñòü öåëîñòíîñòè
ñ åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì), íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëåì, è k = R/m � å¼ ïîëå
âû÷åòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1Çàäà÷è ñî çíà÷êîì ◦ î÷åíü ðåêîìåíäóåòñÿ íàó÷èòüñÿ ðåøàòü.
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(i) R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ;

(ii) m ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;

(iii) dimkm/m
2 = 1.

Çàäà÷à 11◦. Ïóñòü φ : C1 → C2 � íåïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ êðèâûõ, f ∈ K̄(C2)×

è P ∈ C1. Äîêàæèòå, ÷òî ordP (φ∗f) = eφ(P ) · ordφ(P )(f), ãäå eφ(P ) � èíäåêñ âåòâëåíèÿ f â
P.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü C/K � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0, è
t ∈ K(C). Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) K(C) � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå K(t).

(ii) Äëÿ âñåõ òî÷åê P ∈ C, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, ôóíêöèÿ t − t(P ) �
óíèôîðìèçóþùàÿ â P.

(iii) t /∈ K(C)p.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü C/K � ãëàäêàÿ êðèâàÿ è P ∈ C(K). Äîêàæèòå, ÷òî K(C) ñîäåðæèò
óíèôîðìèçóþùóþ C â òî÷êå P , òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóþò óíèôîðìèçóþùàÿ â P , îïðåäå-
ë¼ííàÿ íàä K.

Çàäà÷à 14◦. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû (íàä K̄):

(i) C èçîìîðôíà P1.

(ii) C èìååò ðîä 0.

(iii) Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òî÷êè P,Q ∈ C òàêèå, ÷òî (P ) ∼ (Q) (ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü äèâèçîðîâ).

Çàäà÷à 15. Ïóñòü F (X, Y, Z) ∈ K[X, Y, Z] � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d ≥ 1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ C ⊂ P2, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì F = 0, íåîñîáà. Äîêàæèòå, ÷òî ðîä
êðèâîé C ðàâåí (d−1)(d−2)

2
.

Ïîäñêàçêà: îïðåäåëèòå îòîáðàæåíèå C −→ P1 è âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé Ãóðâèöà.

Çàäà÷à 16◦. Ïóñòü φ : C1 → C2 � íåïîñòîÿííîå ñåïàðàáåëüíîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ êðè-
âûõ.

a)Äîêàæèòå, ÷òî ðîä C1 áîëüøå ëèáî ðàâåí ðîäà C2.

b)Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè C1 è C2 èìåþò îäèíàêîâûé ðîä g, òî, ëèáî g = 0, ëèáî g = 1 è φ
íåðàçâåòâëåíî, ëèáî g ≥ 2 è φ � èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 17. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Íîñèòåëü äèâèçîðà D =
∑
nP (P ) ∈ Div(C) � ýòî

ìíîæåñòâî òî÷åê P ∈ C, äëÿ êîòîðûõ nP 6= 0. Ïóñòü f � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî div(f) è D
èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ íîñèòåëè. Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

f(D) =
∏
P∈C

f(P )nP .

Äàëåå, ïóñòü φ : C1 → C2 � íåïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ êðèâûõ. Äîêàæèòå, ÷òî
ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû, åñëè îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû:
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a) f(φ∗D) = (φ∗f)(D) äëÿ âñåõ f ∈ K̄(C1)× è D ∈ Div(C2).

b) f(φ∗D) = (φ∗f)(D) äëÿ âñåõ f ∈ K̄(C2)× è D ∈ Div(C1).

Çàäà÷à 18. Ïóñòü C/K � êðèâàÿ.

a)Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íà:

1→ K× → K(C)× → Div0
K(C)→ Pic0

K(C).

b)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C èìååò ðîä 1 è C(K) íåïóñòî. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå èç
Div0

K(C) â Pic0
K(C) ñþðúåêòèâíî.

c)Âñåãäà ëè ýòî âåðíî, åñëè C(K) íåïóñòî è ðîä C áîëüøå 1?

Çàäà÷à 19 (çàêîí âçàèìíîñòè Âåéëÿ). Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ è ïóñòü f, g ∈ K̄(C)×

� ôóíêöèè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèâèçîðàìè. Äîêàæèòå çàêîí âçàèìíîñòè Âåéëÿ

f(div(g)) = g(div(f)).

Ïîäñêàçêà: ïðîâåðüòå çàêîí âçàèìíîñòè Âåéëÿ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ C = P1. Çàòåì äîêàæèòå

çàêîí âçàèìíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé C, èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå g : C → P1.

Çàäà÷à 20 (ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå). Âñþäó â ýòîì óïðàæíåíèè ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K íå ðàâíà äâóì. Ïóñòü f(x) ∈ K[x] � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
d ≥ 1 ñ íåíóëåâûì äèñêðèìèíàíòîì, C0/K � àôôèííàÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì

C0 : y2 = f(x) = a0x
d + a1x

d−1 + . . .+ ad−1x+ ad,

è g � åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî d− 3 < 2g ≤ d− 1.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà íà áåñêîíå÷íîñòè ó C0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
d ≥ 4.

b)Ïóñòü d = 4. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψ = [1, x, y, x2] : C0 → P3. Ïóñòü C � êðèâàÿ â
P3, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè x2

2 − a0x
2
3 − a1x1x3 − a2x0x3 − a3x0x1 − a4x

2
0 = x3x0 − x2

1 = 0.
Óáåäèòåñü, ÷òî ψ çàäà¼ò èçîìîðôèçì C0

∼= C ∩ {x0 6= 0}. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ C èìååò
äâå íåîñîáûå òî÷êè íà ïåðåñå÷åíèè ñ ïëîñêîñòüþ x0 = 0.

c)Ïóñòü C � çàìûêàíèå îáðàçà C0 ïðè îòîáðàæåíèè

[1, x, x2, . . . , xg−1, y] : C0 −→ Pg+2.

Äîêàæèòå, ÷òî C ãëàäêàÿ è C ∩ {x0 6= 0} èçîìîðôíî C0. Êðèâàÿ C íàçûâàåòñÿ ãèïåðýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

d)Ïóñòü

f ∗(v) = v2g+2f(1/v) =

{
a0 + a1v + . . .+ ad−1v

d−1 + adv
d, åñëè d ÷¼òíî,

a0v + a1v
2 + . . .+ ad−1v

d + adv
d+1, åñëè d íå÷¼òíî.

Ïîêàæèòå, ÷òî C ñîñòîèò èç äâóõ àôôèííûõ êîìïîíåíò

C0 : y2 = f(x) è C1 : w2 = f ∗(v),

ñêëååííûõ ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèé

C0 −→ C1, C1 −→ C0,

(x, y) 7−→ (1/x, y/xg+1), (v, w) 7−→ (1/v, w/vg+1).

e)Ïîñ÷èòàéòå äèâèçîð äèôôåðåíöèàëà dx/y íà C è èñïîëüçóéòå ýòî, ÷òîáû ïîêàçàòü,
÷òî C èìååò ðîä g. Óáåäèòåñü â ýòîì äðóãèì ñïîñîáîì, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãóðâèöà ê
îòîáðàæåíèþ [1, x] : C → P1.

f)Íàéäèòå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà C.
Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

{
xidx/y | i = 0, 1, 2, . . .

}
.
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