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Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå: ôîðìóëû ïîëåçíûå è íå î÷åíü

Çàäà÷à 1◦. Ïóñòü êðèâàÿ E çàäàíà óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà:

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

b2 = a21 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3, b6 = a23 + 4a6,

b8 = a21a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − a24;

c4 = b22 − 24b4, c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6;

∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6, j =
c34
∆
.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 6= 2 óðàâíå-
íèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó y2 = 4x3 + b2x

2 + 2b4x + b6, à íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, 3 ê
âèäó y2 = x3 − 27c4x− 54c6.

b)Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó y2+xy =
x3 + a2x

2 + a6, åñëè j 6= 0 è ê âèäó y2 + a3y = x3 + a4x+ a6, åñëè j = 0.

c)Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3 óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó y2 =
x3 + a2x

2 + a6, åñëè j 6= 0 è ê âèäó y2 = x3 + a4x+ a6, åñëè j = 0.

d)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êðèâîé âèäà y2 = x3 + ax + b ôîðìóëû äëÿ ∆ è j óïðîùàþòñÿ è
ïðèíèìàþò âèä: ∆ = −16 · (4a3 + 27b2), j = −1728 · (4a)3/∆.

e)Óáåäèòåñü, ÷òî åäèíñòâåííûå çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïåðåâîäÿùèå â óðàâíåíèå Âåéåð-
øòðàññà (ãëàäêîé) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â óðàâíåíèå Âåéåðøòðàñà, èìåþò ñëåäóþùèé
âèä: x = u2x′ + r, y = u3y′ + u2sx′ + t.

f) Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

ua′1 = a1 + 2s, u2a′2 = a2 − sa1 + 3r − s2,
u3a′3 = a3 + ra1 + 2t, u4a′4 = a4 − sa3 + 2ra2 − (t+ rs)a1 + 3r2 − 2st,

u6a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1;
u2b′2 = b2 + 12r, u4b′4 = b4 + rb2 + 6r2,

u6b′6 = b6 + 2rb4 + r2b2 + 4r3, u8b′8 = b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4;

u4c′4 = c4, u6c′6 = c6, u12∆′ = ∆, j′ = j.

g)Ïîêàæèòå, ÷òî, åñëè óðàâíåíèÿ îáåèõ êðèâûõ èìåþò âèä y2 = x3 + ax+ b, òî ôîðìóëû
çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò ñîâñåì ïðîñòóþ ôîðìó: x = u2x′, y = u3y′ è ïðè ýòîì
u4a′ = a, u6b′ = b.

h)Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ E ãëàäêàÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ∆ 6= 0.

i) Åñëè ∆ = 0, òî êðèâàÿ èìååò óçåë (�node�, îñîáàÿ òî÷êà ñ ðàçëè÷íûìè êàñàòåëüíûìè)
ïðè c4 6= 0 è òî÷êó âîçâðàòà (�ñusp�, îñîáàÿ òî÷êà ñ ñîâïàäàþùèìè êàñàòåëüíûìè) èíà÷å.

j)Ïîêàæèòå, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå E è E ′ èçîìîðôíû íàä k̄ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà j(E) = j(E ′).

k)Óáåäèòåñü, ÷òî äëÿ j0 6= 0, 1728 êðèâàÿ

y2 + xy = x3 − 36

j0 − 1728
x− 1

j0 − 1728
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èìååò j-èíâàðèàíò, ðàâíûé j0.Ïîêàæèòå, ÷òî j-èíâàðèàíòû êðèâûõ y2+y = x3 è y2 = x3+x
ðàâíû 0 è 1728 ñîîòâåòñòâåííî.

l)Ïóñòü Pi = (xi, yi), P3 = P1 + P2. Âûâåäèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ñëîæåíèÿ òî÷åê íà
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé:

−P0 = (x0,−y0 − a1x0 − a3),

λ =
y2 − y1
x2 − x1

, ν =
y1x2 − y2x1
x2 − x1

ïðè x1 6= x2,

λ =
3x21 + 2a2x1 + a4 − a1y1

2y1 + a1x1 + a3
, ν =

−x31 + a4x1 + 2a6 − a3y1
2y1 + a1x1 + a3

ïðè x1 = x2,

x3 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2, y3 = −(λ+ a1)x3 − ν − a3.

m)Óáåäèòåñü, ÷òî

ω =
dx

2y + a1x+ a3
=

dy

3x2 + 2a2x+ a4 − a1y
ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, íå îáðàùàþùèìñÿ â
íîëü.

Çàäà÷à 2◦ (óðàâíåíèå êðèâîé â ôîðìå Ëåæàíäðà). Ïóñòü char k 6= 2.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E/k èçîìîðôíà íàä k̄ ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé â ôîðìå Ëåæàíäðà Eλ : y2 = x(x− 1)(x− λ), λ ∈ k̄, λ 6= 0, 1.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî j(Eλ) = 28 · (λ
2−λ+1)3

λ2(λ−1)2 .

c)Óáåäèòåñü, ÷òî îòîáðàæåíèå k̄\{0, 1} → k̄, λ 7→ j(Eλ) èìååò 6 ïðîîáðàçîâ âî âñåõ òî÷êàõ,
êðîìå j = 0 è j = 1728. Ñêîëüêî ïðîîáðàçîâ îíî èìååò â èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷êàõ?

Çàäà÷à 3◦ (óðàâíåíèå êðèâîé â ôîðìå Äîéðèíãà).

a)Ïóñòü E/k � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è, ëèáî char k 6= 3, ëèáî j(E) 6= 0. Ïîêàæèòå, ÷òî
íàä k̄ êðèâàÿ E èìååò óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà âèäà y2 + αxy + y = x3, α ∈ k̄.
b)Óáåäèòåñü, ÷òî ∆(E) = α3 − 27 è j(E) = α3(α3−24)3

α3−27 .
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