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Ãåîìåòðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Çàäà÷à 1 (îñîáûå êóáèêè). Ïóñòü E/K � îñîáàÿ êóáèêà â ôîðìå Âåéåðøòðàññà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ens ìíîæåñòâî íåîñîáûõ òî÷åê E.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî Ens ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðè ñòàíäàðòíîì îïðåäåëåíèè îïåðàöèè ñ ïîìî-
ùüþ êàñàòåëüíûõ è ñåêóùèõ.

b)Ïóñòü E èìååò îñîáóþ òî÷êó òèïà node è êàñàòåëüíûå y = αix + βi â íåé. Óáåäèòåñü,
÷òî, åñëè α1 ∈ K, òî α2 ∈ K è Ens(K) ∼= K×.

c)Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äîïóñòèì, ÷òî α1 6∈ K. Óáåäèòåñü, ÷òî L =
K(α1, α2) � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå K, Ens(L) ∼= L× è Ens(K) ∼= {t ∈ L× | NL/K(t) = 1}.
d)Ïóñòü E èìååò îñîáóþ òî÷êó òèïà cusp. Ïîêàæèòå, ÷òî Ens(K) ∼= K+ (ïîëå K êàê
ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ).
Ïîäñêàçêà: â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ K ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îòîáðàæåíèÿìè

(x, y) 7→ y−α1x−β1
y−α2x−β2 äëÿ node'à è (x, y) 7→ x−x0

y−αx−β äëÿ cusp'à (x0 � ýòî x-êîîðäèíàòà îñîáîé òî÷êè,

à y = αx+β � êàñàòåëüíàÿ â íåé). Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé îñîáóþ òî÷êó ìîæíî ïåðåíåñòè

â (0, 0).

Çàäà÷à 2 (ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ). Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, à Aut(E) =
AutK̄(E) � ãðóïïà å¼ K̄-àâòîìîðôèçìîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî

a)Åñëè j(E) 6= 0, 1728, òî Aut(E) ∼= Z/2Z.
b)Ïóñòü charK 6= 2, 3. Òîãäà Aut(E) ∼= Z/4Z, åñëè j(E) = 1728, è Aut(E) ∼= Z/6Z, åñëè
j(E) = 0.

c)Ïóñòü charK = 3, à j(E) = 0 = 1728. Òîãäà Aut(E) ∼= Z/3Zi Z/4Z (ïîëóïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå, â êîòîðîì îáðàçóþùàÿ Z/4Z äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî íà íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó
Z/3Z, ïåðåâîäÿ êàæäûé ýëåìåíò â îáðàòíûé åìó).

d)Ïóñòü charK = 2, à j(E) = 0 = 1728. Òîãäà Aut(E) ∼= SL2(F3).

e)Ïóñòü m ≥ 2 âçàèìíî ïðîñòî ñ charK. Íå èñïîëüçóÿ êëàññèôèêàöèè ãðóïï àâòîìîðôèç-
ìîâ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Aut(E)→ Aut(E[m]) èíúåêòèâíî
ïðè m 6= 2 è èìååò ÿäðî [±1], êîãäà m = 2.

Çàäà÷à 3 (êðèâûå ðîäà 1). Ïóñòü C/K̄ � êðèâàÿ ðîäà 1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè O ∈ C(K̄)
äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (C,O) îïðåäåëåí å¼ j-èíâàðèàíò j(C,O).

a)Ïóñòü (C,O) è (C ′, O′) � êðèâûå ðîäà 1 ñ âûáðàííûìè íà÷àëüíûìè òî÷êàìè. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òàêîé èçîìîðôèçì êðèâûõ φ : C −→ C ′, ÷òî φ(O) = O′. Äîêàæèòå,
÷òî j(C,O) = j(C ′, O′).
Ïîäñêàçêà: j-èíâàðèàíò, îïðåäåë¼ííûé ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà, íå çàâè-

ñèò îò âûáîðà óðàâíåíèÿ.

b)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê O,O′ ∈ C ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì C, ïåðåâîäÿ-
ùèé O â O′. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî j(C,O) = j(C,O′).

c)Ïóñòü äàëåå C � êðèâàÿ ðîäà 1, îïðåäåë¼ííàÿ íàä K. Äîêàæèòå, ÷òî j(C) ∈ K.
d)Äîêàæèòå, ÷òî C/K âñåãäà èçîìîðôíà íàä K̄ êàêîé-òî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, îïðåäå-
ë¼ííîé íàä K.

Çàäà÷à 4 (ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ). Ïóñòü E/K çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

è ïóñòü b2, b4, b6, b8 � âûðàæåíèÿ îò ai, îïðåäåë¼ííûå â ïðîøëîì ëèñòêå (äëÿ ïðîñòîòû
ìîæíî ñíà÷àëà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî charK 6= 2, 3, è óðàâíåíèå èìååò âèä y2 = x3 +Ax+B.)
Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ ψm ∈ Z[a1, . . . , a6, x, y] íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè

ψ1 = 1, ψ2 = 2y + a1x+ a3, ψ3 = 3x4 + b2x
3 + 3b4x

2 + 3b6x+ b8,
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ψ4 = ψ2 · (2x6 + b2x
5 + 5b4x

4 + 10b6x
3 + 10b8x

2 + (b2b8 − b4b6)x+ (b4b8 − b2
6)),

è äàëåå èíäóêòèâíî ïî ôîðìóëàì:

ψ2m+1 = ψm+2ψ
3
m − ψm−1ψ

3
m+1, åñëè m ≥ 2,

ψ2ψ2m = ψ2
m−1ψmψm+2 − ψm−2ψmψ

2
m+1, åñëè m ≥ 3.

Îïðåäåëèì äàëåå ìíîãî÷ëåíû φm è ωm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φm = xψ2
m − ψm+1ψm−1, 4yωm = ψ2

m−1ψm+2 + ψm−2ψ
2
m+1.

a)Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì (ñîîòâåòñòâåííî, ÷¼òíîì) m ìíîãî÷ëåíû ψm, φm è y−1ωm
(ñîîòâåòñòâåííî, (2y)−1ψmφm è ωm) ïðèíàäëåæàò Z[a1, . . . , a6, x, (2y + a1x+ a3)2].
Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿÿ (2y+a1x+a3)2 íà 4x3+b2x

2+2b4x+b6, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü êàæäóþ
èç ýòèõ âåëè÷èí ìíîãî÷ëåíîì èç Z[a1, . . . , a6, x].

b)Ïîêàæèòå, ÷òî, êàê ìíîãî÷ëåíû îò x, ψm, φm èìåþò ñòàðøèé ÷ëåí xm
2
è m2xm

2−1 ñîîò-
âåòñòâåííî.

c)Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ∆ 6= 0 (ò. å. E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ) φm(x) è ψm(x) � âçàèìíî
ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû â K[x].

d)Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ∆ 6= 0, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P = (x0, y0) ∈ E ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî [m]P =
(
φm(P )
ψm(P )2

, ωm(P )
ψm(P )3

)
.

e)Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå [m] : E −→ E èìååò ñòåïåíü m2.

f)Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ψn ∈ K(E) èìååò äèâèçîð div(ψn) =
∑

T∈E[n]

(T ) − n2(O). Òàêèì

îáðàçîì, ψn îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷íîñòè â íåòðèâèàëüíûõ òî÷êàõ n-êðó÷åíèÿ è èìååò
ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëþñ â O.

Çàäà÷à 5 (òî÷êè ïîðÿäêà 3). Ïóñòü charK 6= 2, 3, E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ c
îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà F (X0, X1, X2) = X2

1X2 −X3
0 − AX0X

2
2 − BX3

2 = 0,
x = X0

X2
è y = X1

X2
� ñîîòâåòñòâóþùèå àôôèííûå êîîðäèíàòû. Ïóñòü P ∈ E.

a)Äîêàæèòå, ÷òî [3]P = O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàñàòåëüíàÿ ê E â òî÷êå P ïåðåñå-
êàåò E òîëüêî â P.

b)Âûâåäèòå, ÷òî [3]P = O ðàâíîñèëüíî îáðàùåíèþ â íîëü îïðåäåëèòåëÿ ãåññèàíà
(

∂F
∂XiXj

(P )
)
.

c)Äîêàæèòå, ÷òî E[3] ñîñòîèò èç äåâÿòè òî÷åê.

Çàäà÷à 6 (âëîæåíèÿ êðèâûõ). Ïóñòü C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà g è n ≥ 2g+ 1 � öåëîå
÷èñëî. Âûáåðåì áàçèñ {f0, . . . , fm} â L(n(P0)) è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

φ = [f0, . . . , fm] : C −→ Pm.

a)Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç C ′ = φ(C) � êðèâàÿ â Pm.
b)Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : C −→ C ′ èìååò ñòåïåíü 1.

c∗)Äîêàæèòå, ÷òî C ′ � ãëàäêàÿ è ÷òî φ : C −→ C ′ � èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 7 (ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå â P3). Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàí-
íàÿ óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî φ : : E → P3, φ = [1, x, y, x2] èçîìîðôíî îòîáðàæàåò E íà ïåðåñå÷åíèå
êâàäðàòè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â P3.

b)Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî, åñëè H ⊂ P3 � ïëîñêîñòü, òî H ∩ φ(E) ñîñòîèò èç 4 òî÷åê
(ñ÷èòàÿ êðàòíîñòè). Óáåäèòåñü, ÷òî φ(O) = [0, 0, 0, 1] è ïëîñêîñòü T0 = 0 ïåðåñåêàåò φ(E)
â åäèíñòâåííîé òî÷êå φ(O) ñ êðàòíîñòüþ 4.
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c)Ïóñòü P,Q,R, S ∈ E. Äîêàæèòå, ÷òî P + Q + R + S = O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
φ(P ), φ(Q), φ(R), φ(S) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè (ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïëîñêîñòü H, ÷òî
ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé ïåðåñå÷åíèå H ∩ E ñîñòîèò èç òî÷åê φ(P ), φ(Q), φ(R), φ(S)).

d)Ïóñòü P ∈ E. Ïîêàæèòå, ÷òî [4]P = O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïëîñêîñòü H ⊂ P3, ÷òî H ∩ φ(E) = P.

e)Ïîêàæèòå, ÷òî, åñëè charK 6= 2, òî èìååòñÿ ðîâíî 16 òàêèõ òî÷åê, ÷òî [4]P = O.

f)Ïóñòü charK 6= 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ íàä k̄, ïðè-
âîäÿùàÿ óðàâíåíèÿ E â P3 ê âèäó T 2

0 + T 2
2 = T0T3, T

2
1 + αT 2

2 = T2T3. Äëÿ êàêèõ α äàííàÿ
êðèâàÿ íåîñîáàÿ? Êàêîé å¼ j-èíâàðèàíò?

g)Èñïîëüçóÿ ìîäåëü èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, âûâåäèòå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ −P, P1 + P2

è [2]P (â êîîðäèíàòàõ â P3).
Çàäà÷à 8∗ (ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå â Pn). Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Âûáå-
ðåì áàçèñ f1, . . . , fm â L(m(O)). Äëÿ m ≥ 3 èç çàäà÷è ïðî âëîæåíèÿ êðèâûõ ñëåäóåò, ÷òî
îòîáðàæåíèå φ = [f1, . . . , fm] : E −→ Pm−1 � èçîìîðôèçì E íà å¼ îáðàç.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî φ(E) � êðèâàÿ ñòåïåíè m, òî åñòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå φ(E) è ãèïåðïëîñêî-
ñòè ñîñòîèò èç m òî÷åê, ñ÷èòàÿ êðàòíîñòè.
Ïîäñêàçêà: Íàéäèòå ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùóþ φ(E) â åäèíñòâåííîé òî÷êå φ(O) è ïîêà-

æèòå, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå êðàòíîñòè m.

b)Ïóñòü P1, . . . , Pm ∈ E. Äîêàæèòå, ÷òî P1 + . . . + Pm = O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
φ(P1), . . . , φ(Pm) ëåæàò â ãèïåðïëîñêîñòè (åñëè êàêèå-òî Pi ñîâïàäàþò, òî ãèïåðïëîñêîñòü
îáÿçàíà ïåðåñåêàòü φ(E) ñ áîëüøèìè êðàòíîñòÿìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ).

c)Ïóñòü P ∈ E. Äîêàæèòå, ÷òî [m]P = O òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü H ⊂ Pm−1, ÷òî H ∩φ(E) = P. Ïðè charK > m, äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ òî÷åê
ðîâíî m2. Èñïîëüçóéòå ýòî, ÷òîáû çàêëþ÷èòü, ÷òî deg[m] = m2.

Çàäà÷à 9 (ôàêòîðèçàöèÿ ïî ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ).Ïóñòü C/K̄ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ,
à Φ � êîíå÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ C. Ýëåìåíòû α ∈ Φ äåéñòâóþò íà K̄(C) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: α∗(f) = f ◦ α, ãäå f ∈ K̄(C).

a)Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ C ′/K̄ è òàêîé êîíå÷íûé ñåïà-
ðàáåëüíûé ìîðôèçì φ : C −→ C ′, ÷òî φ∗K̄(C ′) = K̄(C)Φ, ãäå K̄(C)Φ îáîçíà÷àåò ïîäïîëå â
K̄(C), èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âñåõ ýëåìåíòîâ Φ.

b)Ïóñòü P ∈ C. Äîêàæèòå, ÷òî eφ(P ) = # {α ∈ Φ | α(P ) = P} .
c)Âûðàçèòå ðîä C ′ ÷åðåç ðîä C, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â Φ ÷åðåç ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê
ýëåìåíòîâ èç Φ.

d∗)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C îïðåäåëåíà íàä K è ÷òî Φ � GK̄/K-èíâàðèàíòíà (ò. å. äëÿ âñåõ
α ∈ Φ è âñåõ σ ∈ GK̄/K èìååì ασ ∈ Φ). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü C ′ è φ èç ïóíêòà
a) òàê, ÷òîáû îíè áûëè îïðåäåëåíû íàä K. Äîêàæèòå, ÷òî C ′ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà íàä K.

Çàäà÷à 10.Ïóñòü E1/K è E2/K � ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ïóñòü φ : E1 −→ E2 � èçîãåíèÿ
ñòåïåíè m, îïðåäåë¼ííàÿ íàä K, ãäå m âçàèìíî ïðîñòî ñ charK, åñëè charK > 0.

a)Àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî áûëî íà ëåêöèè, ïîñòðîéòå ñïàðèâàíèå eφ : kerφ× ker φ̂ −→ µm.

b)Äîêàæèòå, ÷òî eφ áèëèíåéíî, íåâûðîæäåíî è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû Ãàëóà.

c)Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ψ : E2 −→ E3 � äðóãàÿ èçîãåíèÿ, òî eψ◦φ(P,Q) = eψ(φ(P ), Q) äëÿ

âñåõ P ∈ ker(ψ ◦ φ) è Q ∈ ker(ψ̂).

Çàäà÷à 11 (äðóãîå îïðåäåëåíèå ñïàðèâàíèÿ Âåéëÿ). Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ. Îïðåäåëèì ñïàðèâàíèå ẽm : E[m] × E[m] −→ µm ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü P,Q ∈
E[m], âûáåðåì äèâèçîðû ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè DP è DQ â Div0(E), ñóììà
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òî÷åê èç êîòîðûõ ðàâíà P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó P è Q èìåþò ïîðÿäîê m, ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ôóíêöèè fP , fQ ∈ K̄(E), ÷òî div(fP ) = mDP è div(fQ) = mDQ. Îïðåäåëèì

ẽm(P,Q) =
fP (DQ)

fQ(DP )
.

a)Äîêàæèòå, ÷òî ẽm(P,Q) îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òî åñòü åãî çíà÷åíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò
P è Q è íå çàâèñÿò îò ðàçëè÷íûõ âûáîðîâ DP , DQ, fP è fQ.
Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå çàêîí âçàèìíîñòè Âåéëÿ èç ëèñòêà 1.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ẽm(P,Q) ∈ µm.
c)Äîêàæèòå, ÷òî ẽm = em, ãäå em � ñïàðèâàíèå Âåéëÿ, îïðåäåë¼ííîå íà ëåêöèè.

Çàäà÷à 12 (äâîéñòâåííûå èçîãåíèè â ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêå). Ïóñòü E/K
� ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, charK 6= 2.

a)Èñïîëüçóÿ ÿâíûå ôîðìóëû, äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå óäâîåíèÿ [2] : E −→ E èìååò
ñòåïåíü 4. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî deg[2n] = 4n äëÿ âñåõ n ≥ 1.

b)Äîêàæèòå, ÷òî #E[2n] = 4n äëÿ âñåõ n ≥ 1 (çäåñü ìû èñïîëüçóåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
charK 6= 2). Çàêëþ÷èòå, ÷òî E[2n] ∼= Z/2nZ× Z/2nZ äëÿ âñåõ n ≥ 1.

c)Ïðîâåðüòå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéñòâåííûõ èçîãåíèé ñïðàâåäëèâî â
ëþáîé õàðàêòåðèñòèêå.

d)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m � ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî, ÷òî #E[m] = m2. Ïîêàæèòå, ÷òî
ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ñïàðèâàíèÿ Âåéëÿ
em : E[m]× E[m]→ µm.

e)Ïóñòü φ : E1 −→ E2 è ψ : E1 −→ E2 � èçîãåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ïóñòü m = 2n,
òàê ÷òî ìû çíàåì ñóùåñòâîâàíèå ñïàðèâàíèÿ Âåéëÿ em íà E1 è E2. Ïóñòü T1 ∈ E1[m] è
T2 ∈ E2[m] � òî÷êè m-äåëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñïàðèâàíèÿ Âåéëÿ, äîêàæèòå, ÷òî

em

(
T1, ̂(φ+ ψ)(T2)

)
= em

(
T1, φ̂(T2) + ψ̂(T2)

)
.

Èñïîëüçóéòå íåâûðîæäåííîñòü ñïàðèâàíèÿ Âåéëÿ, ÷òîáû çàêëþ÷èòå, ÷òî φ̂+ ψ = φ̂+ ψ̂.

f)Ïîëó÷èòå, ÷òî [̂m] = [m] è deg[m] = m2 äëÿ âñåõ öåëûõ m.

g)Ïóñòü m � öåëîå ÷èñëî è m 6= 0 â K. Äîêàæèòå, ÷òî #E[m] = m2 è çàìåòüòå, ÷òî ïóíêò
d) äà¼ò ñóùåñòâîâàíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ñïàðèâàíèÿ Âåéëÿ.

h)Åñëè charK = 2, äîêàæèòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî deg[3] = 9. Ïðîäåëàéòå ïðåäûäó-
ùèå ïóíêòû óïðàæíåíèÿ, çàìåíÿÿ 2n íà 3n.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ êîìïëåêñíûì óìíîæåíèåì íàä K, òî
åñòü òàêàÿ, ÷òî EndK(E) ñòðîãî áîëüøå, ÷åì Z. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ ïðîñòûõ l 6= charK
äåéñòâèåGK̄/K íà ìîäóëå Òåéòà Tl(E) àáåëåâî (ò. å. îáðàçGK̄/K â GL2(Ql) � êîììóòàòèâíàÿ
ïîäãðóïïà).
Ïîäñêàçêà: Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî ýíäîìîðôèçìû èç EndK(E) êîììóòèðóþò ñ äåéñòâè-

åì GK̄/K íà Tl(E).

Çàäà÷à 14∗. Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî K = End(E) ⊗ Q
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ.

a)Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè p 6= ∞ è p 6= charK, òî K ðàñùåïëÿåòñÿ â p, ò.å. K ⊗ Qp
∼=

Mat2×2(Qp).

b) Çàêëþ÷èòå, ÷òî charK > 0.

c)Äîêàæèòå, ÷òî K � åäèíñòâåííàÿ àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ (íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ
äåëåíèåì ðàçìåðíîñòè 4), ðàçâåòâëåííàÿ (ò. å. íå ðàñùåïëÿþùàÿñÿ) â∞ è charK è áîëüøå
íèãäå.

d)Äîêàæèòå, ÷òî End(E) � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê â K (â îòëè÷èå îò ÷èñëîâûõ ïîëåé, â
àëãåáðàõ êâàòåðíèîíîâ ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà).
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