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Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Çàäà÷à 1 (ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ìàëåíüêèìè ïîëÿìè).

a◦)Îïèøèòå âñå íåèçîìîðôíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëåì F2.
Ïîäñêàçêà: ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî êðèâûå íå èçîìîðôíû, ìîæíî ïîñìîòðåòü íà j-èíâàðèàíò è

ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òî÷åê íà íèõ.

b)Êàêèå èç ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå êðèâûõ ñòàíîâÿòñÿ èçîìîðôíûìè íàä F4?
Íàä F16? À íàä F256?

c)Ïîñ÷èòàéòå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâûõ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íàä ïîëÿìè F2k ,
k ∈ N.
d)Îïèøèòå âñå ðàçëè÷íûå (ò. å. íåèçîìîðôíûå) êðèâûå íàä F4. Êàêèå ó íèõ j-èíâàðèàíòû?
Êàêèå èç íèõ ñòàíîâÿòñÿ èçîìîðôíûìè íàä F16?

e)Îòâåòüòå íà àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ïðî êðèâûå íàä F3 è F5. Îïèøèòå ãðóïïû òî÷åê
ïîëó÷èâøèõñÿ êðèâûõ.

Çàäà÷à 2◦.Ïóñòü E/Fq � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, äëÿ n ≥ 1 ïîëîæèì an = qn+1−#E(Fqn),
à òàêæå a0 = 2. Äîêàæèòå, ÷òî an+2 = a1an+1 − qan äëÿ âñåõ n ≥ 0.

Çàäà÷à 3◦. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E : y2 = x3 + x íàä ïîëåì Fp èìååò
ìåñòî #E(Fp) ≡ 0 mod 4 äëÿ âñåõ p > 2.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü E/Fq � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ïóñòü m ≥ 1 � òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî
q − 1 è m âçàèìíî ïðîñòû. Ïóñòü, äàëåå, P ∈ E(Fq) � òî÷êà â òî÷íîñòè ïîðÿäêà m è d �
òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî qd ≡ 1 mod m. Äîêàæèòå, ÷òî E[m] ⊂ E(Fqd).
Ïîäñêàçêà: çàìåòüòå, ÷òî µm ⊂ Fqd è èñïîëüçóéòå ñïàðèâàíèå Âåéëÿ äëÿ èçó÷åíèÿ äåéñòâèÿ

îòîáðàæåíèÿ Ôðîáåíèóñà íà áàçèñ E[m].

Çàäà÷à 5. Ïóñòü E/Fq � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

a)Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m, (m, q) = 1, ÷òî E(Fq) ∼=
Z/mZ× Z/nmZ.
b)Ïîêàæèòå, ÷òî q ≡ 1 mod m.

c)Ïóñòü p ≥ 5 è E ñóïåðñèíãóëÿðíà. Ïðîâåðüòå, ÷òî ëèáî m = 1, ëèáî m = 2 è, åñëè p ≡ 1
mod 4, òî m = 1.

Çàäà÷à 6 (ñóïåðñèíãóëÿðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå). Ïóñòü E/Fq � ýëëèïòè÷å-
ñêàÿ êðèâàÿ, φ : E −→ E � ýíäîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü q, p = charFq.

a)Äîêàæèòå, ÷òî E ñóïåðñèíãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà tr(φ) ≡ 0 mod p (ñëåä φ
âû÷èñëÿåòñÿ â End(Tl(E)) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî l 6= p).

b)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q = p ≥ 5 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî E ñóïåðñèíãóëÿðíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà #E(Fp) = p+ 1.

c)Âûïèøèòå âñå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå E íàä F2 è F3 è óáåäèòåñü, ÷òî óòâåðæäåíèå ïóíêòà
(b) íå âåðíî ïðè p = 2, 3.

d)Ïóñòü îïÿòü q = p ≥ 5 � ïðîñòîå, à n ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

#E(Fpn) =

{
pn + 1, åñëè n íå÷¼òíî,

(pn/2 − (−1)n/2)2, åñëè n ÷¼òíî.

e)Ïóñòü pi � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü p òàêàÿ, ÷òî p2i | q. Äîêàæèòå, ÷òî tr(φ) ≡ 0 mod p
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà tr(φ) ≡ 0 mod pi.

f)Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ E/F8, ÷òî #E(F8) = 7 èëè
#E(F8) = 11.
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùèì ïóíêòîì.
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g)Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Äîêàæèòå, ÷òî E
ñóïåðñèíãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j(E) = 0.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü E/Q � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Çàôèêñèðóåì óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà
äëÿ E ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ p ∈ Z,
äëÿ êîòîðûõ ðåäóöèðîâàííàÿ êðèâàÿ E/Fp íå ñóïåðñèíãóëÿðíà.
Ïîäñêàçêà: Çàôèêñèðóéòå ïðîñòîå l è ðàññìîòðèòå òå ïðîñòûå p, êîòîðûå ïîëíîñòüþ ðàñ-

ïàäàþòñÿ â ïîëå Q(E[l]), ïîëó÷åííîì ïðèñîåäèíåíèåì ê Q êîîðäèíàò âñåõ òî÷åê l-êðó÷åíèÿ E.

Äàëåå âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü E/Fp2 � ñóïåðñèíãóëÿðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

a)Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ íà p ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

[p](x, y) =
(
g(xp

2

, yp
2

), h(xp
2

, yp
2

)
)

ñ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè g, h ∈ Fp2(X, Y ).

b)Äîêàæèòå, ÷òî g è h � ïîëèíîìû, ò.å. g, h ∈ Fp2 [X, Y ].

c)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ≥ 3 è âîçüì¼ì óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà äëÿ E ñ a1 = a3 = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî g = X è h = ±Y.
d)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ≥ 5 è ÷òî E îïðåäåëåíà íàä Fp. Äîêàæèòå, ÷òî h = −Y. Ïóñòü
φ : E −→ E � îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü p íà E. Äîêàæèòå, ÷òî
φ2 = [−p] è φ̂ = −φ.
Çàäà÷à 9 (ìàññ-ôîðìóëû). a)Ïîêàæèòå, ÷òî íàä êîíå÷íûì ïîëåì ñóùåñòâóåò â òî÷íî-
ñòè äâå íåèçîìîðôíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ çàäàííûì j-èíâàðèàíòîì 6= 0, 1728.
Ïîäñêàçêà: ìîæíî äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ 6= 2, 3.

b)Ïóñòü p 6= 2, 3, q = pr Äîêàæèòå, ÷òî
∑

E/Fq

1
#Aut(E)

= q.

Ïîäñêàçêà: ïîñìîòðèòå íà ìíîæåñòâî îðáèò ïðè äåéñòâèè F×
q íà Eq = F2

q \ {(a, b) | a3− 27b2 =

0}, îïðåäåë¼ííîì ôîðìóëîé (a, b) 7→ (u4a, u6b).

c)Ïîñ÷èòàéòå ÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôèçìà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Fq ïðè p 6= 2, 3.

d)Äîêàæèòå ôîðìóëó Ýéõëåðà�Äîéðèíãà:∑
E/F̄p

ñóïåðñèíãóëÿðíûå

1

#Aut(E)
=
p− 1

24
.

Çàäà÷à 10∗. Ïóñòü charK = p > 0 è E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ j(E) /∈ Fp. Äîêàæèòå,
÷òî End(E) = Z.
Ïîäñêàçêà: äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü (êñòàòè, ïî÷åìó?), ÷òî End(E) íå ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì â

ìíèìîì êâàäðàòè÷íîì ïîëå.
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