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Ôîðìàëüíûå ãðóïïû è ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä
ëîêàëüíûìè ïîëÿìè

Çàäà÷à 1◦. Ïóñòü F (X, Y ) ∈ R [[X, Y ]] � òàêîé ñòåïåííîé ðÿä, ÷òî F (X, Y ) = X +
Y + · · · (òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ÷ëåíû ñòàðøåé ñòåïåíè ïî X èëè Y ) è F (X,F (Y, Z)) =
F (F (X, Y ), Z).

a)Ïîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ðÿä i(T ) ∈ R[[T ]] òàêîé, ÷òî F (T, i(T )) = 0. Äî-
êàæèòå, ÷òî i(T ) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò F (i(T ), T ) = 0.

b)Äîêàæèòå, ÷òî F (X, 0) = X è F (0, Y ) = Y.

Çàäà÷à 2. a)Ïóñòü R = Fp [ε] /(ε2). Äîêàæèòå, ÷òî F (X, Y ) = X + Y + εXY p îïðåäåëÿåò
íåêîììóòàòèâíóþ ôîðìàëüíóþ ãðóïïó, ò.å. F óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì ôîðìàëüíîãî
ãðóïïîâîãî çàêîíà, íî F (X, Y ) 6= F (Y,X).

b∗)Ïóñòü R � êîëüöî. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîììóòàòèâíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà, îïðåäåë¼ííàÿ
íàä R, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò ε ∈ R è
ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà m è n òàêèå, ÷òî mε = εn = 0.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü R � êîëüöî öåëûõ â êîíå÷íîì ðàñøèðåíèè Qp, m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë
â R è ïóñòü F/R � ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà.

a)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ F(m) âûïîëíÿåòñÿ lim
n→∞

[pn] (x) = 0.

b)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ Zp ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì [α] : F −→ F
òàêîé, ÷òî [α] (T ) = αT + · · · ∈ R [[T ]] .

Çàäà÷à 4. Ïóñòü E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ y2 = x3 + Ax.

a◦)Ïóñòü w(z) =
∑
Anz

n � ðàçëîæåíèå êîîðäèíàòû w â ðÿä ïî êîîðäèíàòå z (ñì. ëåêöèè).
Äîêàæèòå, ÷òî An = 0 äëÿ âñåõ n 6≡ 3 mod 4.

b◦)Ïóñòü F (X, Y ) =
∑
Fn(X, Y ) � ôîðìàëüíûé ãðóïïîâîé çàêîí äëÿ E, ãäå Fn(X, Y ) �

îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Äîêàæèòå, ÷òî Fn = 0 äëÿ âñåõ n 6≡ 1 mod 4.

c)Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ êðèâîé y2 = x3 +B.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü R � êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè p, F/R è G/R � ôîðìàëüíûå ãðóïïû è
ïóñòü f : F −→ G � ãîìîìîðôèçì íàä R. Íàçîâ¼ì âûñîòîé ht(f) òàêîå íàèáîëüøåå öåëîå
÷èñëî h, ÷òî f(T ) = g(T ph) äëÿ êàêîãî-òî ñòåïåííîãî ðÿäà g(T ) ∈ R[[T ]] (åñëè f = 0,
ïîëàãàåì ht(f) =∞). Âûñîòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû ht(F) íàçûâàåòñÿ âûñîòà îòîáðàæåíèÿ
[p] : F −→ F óìíîæåíèÿ íà p.

a)Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè f ′(0) = 0, òî f(T ) = f1(T
p) äëÿ êàêîãî-òî f1 ∈ R[[T ]].

Ïîäñêàçêà: ïîñìîòðèòå íà èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèàëû.

b) Çàïèøåì f(T ) = g(T ph) ñ h = ht(f). Òîãäà g′(0) 6= 0.

c)Ïóñòü F/R,G/R è H/R � ôîðìàëüíûå ãðóïïû è ïóñòü F f→ G g→ H � öåïî÷êà ãîìî-
ìîðôèçìîâ íàä R. Äîêàæèòå, ÷òî ht(g ◦ f) = ht(f) + ht(g).

d)Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, E1/K è E2/K � ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è
φ : E1 −→ E2 � íåíóëåâàÿ èçîãåíèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íàä K. Äàëåå, ïóñòü f : Ê1 −→ Ê2 �
ãîìîìîðôèçì ôîðìàëüíûõ ãðóïï, èíäóöèðîâàííûé φ. Äîêàæèòå, ÷òî degi(φ) = pht(f).

e)Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé õàðàê-
òåðèñòèêè. Äîêàæèòå, ÷òî ht(Ê) = 1 èëè 2. Êîãäà ht(Ê) = 2 äëÿ êðèâîé íàä êîíå÷íûì
ïîëåì?

f)Ïóñòü k = R/m è h � âûñîòà ôîðìàëüíîé ãðóïïû F̃/k, ïîëó÷åííîé ðåäóêöèåé êî-
ýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíîãî ãðóïïîâîãî çàêîíà F (X, Y ) ïî ìîäóëþ m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

x ∈ F(m) èìååò ïîðÿäîê â òî÷íîñòè pn+1. Äîêàæèòå, ÷òî v(x) ≤
[

v(p)
phn(ph−1)

]
.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ K � ïîëå äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ, R � êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ,

m � åãî ìàêñèìàëüíûé èäåàë, k = R/m � ïîëå âû÷åòîâ, v � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå.
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Çàäà÷à 6◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî char (k) 6= 2, 3.

a)Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà ñ êîýôôè-
öèåíòàìè ai ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ìèíèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èëè
v(∆) < 12, èëè v(c4) < 4.

b)Ïóñòü E/K çàäàíà ìèíèìàëüíûì óðàâíåíèåì Âåéåðøòðàññà âèäà y2 = x3 + Ax + B.
Äîêàæèòå, ÷òî E èìååò
(i) õîðîøóþ ðåäóêöèþ ⇐⇒ 4A3 + 27B2 ∈ R×,
(ii) ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ðåäóêöèþ ⇐⇒ 4A3 + 27B2 ∈ m è AB ∈ R×,
(iii) àääèòèâíóþ ðåäóêöèþ ⇐⇒ A ∈ m è B ∈ m.

Çàäà÷à 7◦. Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ j−èíâàðèàíòîì j(E) ∈ R. Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî äèñêðèìèíàíòà E ñïðàâåäëèâî v(∆) < 12 + 12v(2) + 6v(3).

Çàäà÷à 8◦. Îïèøèòå âñå óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà E : y2+a1xy+a3y = x3+a2x
2+a4x+a6,

ãäå ai ∈ Z è ∆ 6= 0, òàêèå, ÷òî E(Q) ñîäåðæèò òî÷êó êðó÷åíèÿ P ñ x(P ) /∈ Z.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ ìèíèìàëüíûì óðàâíåíèåì Âåé-
åðøòðàññà. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî â E(K) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
En(K) = {P ∈ E(K) : v(x(P )) ≤ −2n} ∪ {O} .
a)Äîêàæèòå, ÷òî En(K) � ïîäãðóïïà â E(K).

b)Äîêàæèòå, ÷òî En(K)/En+1(K) ∼= k+.

Çàäà÷à 10. Íàïèñàâ ìèíèìàëüíîå óðàâíåíèå, ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ýëëèïòè÷åñêèå
êðèâûå èìåþò õîðîøèå ðåäóêöèè íàä ïîëÿìè

a)E : y2 = x3 + x, Q2(η, i), η
8 = 2, i2 = −1.

b)E : y2 + y = x3, Q3(π, η), π2 =
√
−3, η3 = 2.

c)E : y2 = x3 + x2 − 3x− 2, Q5(π), π4 = 5.

Çàäà÷à 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ëîêàëüíî êîìïàêòíî â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé äèñ-
êðåòíûì íîðìèðîâàíèåì v (ýòî ýêâèâàëåíòíî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ïîëå âû÷åòîâ k êîíå÷-
íî). Öåëü ýòîãî óïðàæíåíèÿ � äîêàçàòü, ÷òî E(K)/E0(K) â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íàÿ ãðóïïà
(ê ñîæàëåíèþ, èíîãäà òðåáóåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî E(K)/E0(K) êî-
íå÷íà, êîãäà ïîëå âû÷åòîâ k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî).

a)Ïîêàæèòå, ÷òî PN(K) êîìïàêòíî â òîïîëîãèè, çàäàííîé v.

b)Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, E(K) ⊂ P2(K). Ñíàáäèì E(K) òîïîëîãèåé, èíäó-
öèðîâàííîé ñ P2(K). Äîêàæèòå, ÷òî E(K) � êîìïàêò è äëÿ ëþáîãî P ∈ E(K) îòîáðàæåíèå
τP : E(K) −→ E(K) ñäâèãà íà P íåïðåðûâíî.

c)Äîêàæèòå, ÷òî E0(K) � îòêðûòîå è çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â E(K).

d)Äîêàæèòå, ÷òî E(K)/E0(K) êîíå÷íî.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, E : y2 = x3 + Ax+B.

a)Åñëè v(A) ≥ 1 è v(B) = 1, äîêàæèòå, ÷òî E(K) = E0(K).

b)Åñëè v(A) = 1 è v(B) ≥ 2, äîêàæèòå, ÷òî E(K)/E0(K) ∼= Z/2Z.
Ïîäñêàçêà: ïðåäïîëîæèòå, ÷òî P,Q /∈ E0(K). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñëîæåíèÿ, ïîêàæèòå, ÷òî

P +Q ∈ E0(K).

c) Åñëè v(A) ≥ 2 è v(B) = 2, äîêàæèòå, ÷òî E(K)/E0(K) ëèáî 0, ëèáî Z/3Z.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü [K : Qp] = 2 è E/K � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
Âåéåðøòðàññà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R. Ïóñòü, äàëåå, P ∈ E(K) � òàêàÿ òî÷êà ïîðÿäêà â
òî÷íîñòè m ≥ 2, ÷òî x(P ) /∈ R, ò.å. v(x(P )) < 0.

a)Äîêàæèòå, ÷òî p = 2 èëè 3 è ÷òî m = 2, 3 èëè 4. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, ÷òîáû ïîêàçàòü,
÷òî êàæäîå çíà÷åíèå m ïðèíèìàåòñÿ.

b)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ êðèâàÿ Ẽ/k ñóïåðñèíãóëÿðíà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
p = m = 2.
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