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8. ìÅË�ÉÑ 8

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An

= An

K

ÎÁÄ �Ï-

ÌÅÍ K, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× (x

1

; : : : ; x

n

),

ÇÄÅ x

i

∈ K. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × An

, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ

ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f

�

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 8.1. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

2

+

y

2 − 1 = 0), Á ÇÒÁÆÉË ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�ÏÞÅÍÕ,

ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ).

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÙÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ

�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÅ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ.

8.1. î£ÔÅÒÏ×Ù ËÏÌØ�Á, ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ. îÁ�Ï-

ÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Î£ÔÅÒÏ×Á ËÏÌØ�Á:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï A Ó 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Î£ÔÅ-

ÒÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

(1) ×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ × A �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×;

(2) ÷ A ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �Å�ÏÞËÉ ×ÌÏÖÅÎ-

ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× I

1

( I

2

( · · · ( I

n

( : : : . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÑËÁÑ

×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ

1

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 8.4. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÌØ�Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Î£ÔÅÒÏ×Ï (× Î£Í ÌÀ-

ÂÏÊ ÉÄÅÁÌ �ÏÒÏÖÄ£Î ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ).

�ÅÏÒÅÍÁ 8.5 (�ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, Basissatz). ðÕÓÔØ A |

ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï. �ÏÇÄÁ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A[x℄ ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÅÒ×ÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅÔÅ-

ÒÏ×ÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ I ⊂ A[x℄ | ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. äÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÏÎ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£Î.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ I. éÈ

ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ × A (�ÏÞÅÍÕ?), ËÏÔÏÒÙÊ

ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L. éÄÅÁÌ L ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£Î; ×ÙÂÅÒÅÍ × ÎÅÍ

ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ L = (a

1

; : : : ; a

r

). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ

ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×ÏÚØÍ£Í ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

i

= a

i

x

d

i

+ · · · ∈ I ÓÏ

ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ a

i

. ðÕÓÔØ d

i

| ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

÷ÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÜÔÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ: N = max(d

i

). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ d < N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I

d

×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ I ÓÔÅ-

�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d. éÈ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÎÏ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ

1

ðÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ a
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hain 
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× A, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L

d

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀ-

ÝÉÅ ÞÅÒÅÚ b

1;d

; : : : ; b

r

d

;d

É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×ÙÂÅ-

ÒÅÍ × I

d

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ:

g

i;d

= b

i;d

x

d

+ : : : . íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

g

i;d

, ÇÄÅ d < N .

ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f

i

É g

i;d

ÌÅÖÁÔ × ÉÄÅÁÌÅ I. ðÏÒÏ-

ÄÉÍ ÉÍÉ ÉÄÅÁÌ I

′ ⊂ I. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ðÒÅ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ×ÏÚØÍ£Í ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

h ∈ I \ I ′ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. ðÕÓÔØ h = ax

m

+ : : : .

÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ h. ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕ-

ÞÁÊ: �ÕÓÔØ deg h ≥ N . óÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÌÅ-

ÖÉÔ × L �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ deg h ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÓÅÈ

ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ f

i

. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ I

′
ÔÁËÏÊ ÖÅ

ÓÔÅ�ÅÎÉ É Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ËÁË h. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ

ÒÁÚÎÏÓÔØ h−f ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ × I, ÎÏ ÎÅ × I

′
, É ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÎØÛÕÀ

ÓÔÅ�ÅÎØ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

åÓÌÉ ÖÅ deg h < N , ÔÏ h ∈ I

d

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ g

i;d

(Ô.Å. ÌÅÖÁÝÉÊ × I

′
), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎØ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÔÁÒ-

ÛÉÊ ÞÌÅÎ, ÞÔÏ h. óÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.6. ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ ÎÅÔÅÒÏ×Ï.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.7. ÷ÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÒÏÄÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ �ÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÄÅÁÌ É

×ÙÂÅÒÅÍ × Î£Í ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.8. �ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ

ÉÄÅÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÉËÁËÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÅÇÏ ÎÁÊÔÉ. ñ×ÎÏÅ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ

ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÚÉÓÏ× çÒ£ÂÎÅÒÁ.

8.2. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ÷×ÅÄ£Í × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An

ÔÏ�ÏÌÏ-

ÇÉÀ, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ X ⊂ An

ÓÉÓÔÅÍÙ �Ï-

ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f

i

(x

1

; : : : ; x

n

) = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ

× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÜÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÙÈ.

ðÒÉÍÅÒ 8.10. úÁÍËÎÕÔÙÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÑÍÏÊ

A1

| ÜÔÏ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ×ÓÑ �ÒÑÍÁÑ É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ

ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË.
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õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ. ÷ ÓÁ-

ÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.11. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ; �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×

ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ó

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÅÍÎÏÇÉÍ ÓÌÏÖÎÅÅ: ÅÓÌÉ X ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {f
�

= 0}, Á Y | ÓÉÓÔÅÍÏÊ {g
�

= 0}, ÔÏ ÉÈ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ {f
�

g

�

= 0}. �

8.3. �ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ

ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {f
�

= 0}. ëÏÇÄÁ ÏÎÁ ×Ï-

ÏÂÝÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ? é, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ? óÒÁÚÕ

ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓ: ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ (f

�

) ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, Ô.Å. ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 1 = 0, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ,

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. �ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ (×ÅÒÎÅÅ, Å£

ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ

ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-

ÎÙÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.12 (�ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ). ðÕÓÔØ

�ÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. óÉÓÔÅÍÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ {f
�

(x

1

; : : : ; x

n

) = 0} ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ (f

a

lpha) ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ

ËÏÌØ�ÏÍ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ f

1

; : : : ; f

m

ÉÚ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g

1

; : : : ; g

m

∈ K[x

1

; : : : ; x

n

℄,

ÞÔÏ

f

1

g

1

+ · · ·+ f

m

g

m

= 1:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË-

�ÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.13. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÔÅÏÒÅÍÁ,

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÅÒÎÁ: ÔÁË, ÉÄÅÁÌ (x

2

+ 1) ⊂ R[x℄ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ

ËÏÌØ�ÏÍ, ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ.

ðÕÓÔØ � = (�

1

; : : : ; �

n

) ∈ An

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÉÄÅÁÌ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÅÊ × ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ m
�

= (x

1

−
�

1

; : : : ; x

n

−�
n

) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ: K[x

1

; : : : ; x

n

℄=m
�

∼
=

K, �ÒÉÞ£Í ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÁ × ÄÁÎÎÏÊ

ÔÏÞËÅ (ÅÇÏ ÑÄÒÏ | ÜÔÏ ÔÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.14. ÷ÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ m
�

ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ �.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ

m ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄. ïÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ×ÓÅÇÏ ËÏÌØ�Á, Ô.Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÏÂÒÁÝÁ-

ÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÎÁ (ÉÎÁÞÅ ÂÙ m ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ ÂÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÉÄÅÁÌÅ m
�

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ). �

8.4. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÄÅÁÌÁÍÉ É ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÕ-

ÌÅÊ. ðÕÓÔØ X ⊂ An

| ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. åÍÕ

ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÄÅÁÌ ÆÕÎË�ÉÊ I(X) ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄, ÏÂÒÁÝÁ-

ÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ X.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄, ÅÍÕ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË V (I) ⊂ An

,

ÇÄÅ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏ ÓÌÁÂÏÊ ÔÅ-

ÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× × ÚÁÍËÎÕ-

ÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÂÒÁÔÎÏ. õ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Å

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ (× ÒÁÚÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ.

þÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÍÕ

ÉÄÅÁÌ I(X), Á �ÏÔÏÍ �Ï ÎÅÍÕ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V (I(X))? ïËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÁÍÏ X. üÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ: ÉÄÅÁÌ I(X) ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ÎÁ X, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÇÄÅ ×ÓÅ ÜÔÉ

ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÅÓÔØ V (I(X)).

�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× × ÉÄÅÁÌÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅ-

ÍÏÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: Ô.Å.

ÉÄÅÁÌÕ I ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ I(V (I)). ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ,

ÞÔÏ I ⊂ I(V (I)). ïÄÎÁËÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ

×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ.

ðÒÉÍÅÒ 8.15. ðÕÓÔØ I = (x

n

) ⊂ K[x℄. �ÏÇÄÁ V (I) = {0}, É
I(V (I)) = (x).

�Ï ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ I 7→ V (I) É X → I(X) ÎÅ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ. (÷ÅÒ-

ÎÅÅ, �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, Á ×ÔÏÒÏÅ ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ). ïËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ, ÓÕÚÉ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.16. òÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A × ËÏÌØ�Å A| ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ

r(I) = {f ∈ A | fn ∈ I}, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ

ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × I. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ,

ÅÓÌÉ r(I) = I.
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.17. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ r(I) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÉÄÅÁÌÏÍ, Á �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÅ A → A=I ÉÄÅÁÌ r(I) �Å-

ÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ËÏÌØ�Á A=I (Ô.Å. × ÉÄÅÁÌ ×ÓÅÈ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ-

ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÄÅÁÌ I ÒÁÄÉËÁÌÅÎ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A=I ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏ×.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.18. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ r(r(I)) = r(I).

óÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×

An

É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ × ËÏÌØ�Å K[x

1

; : : : ; x

n

℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË-

�ÉÅÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.19 (�ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). åÓÌÉ

I ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄ | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ I(V (I)) = r(I). âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ,

ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ h

1

= · · · = h

m

= 0, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ k É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g

1

; : : : ; g

m

, ÞÔÏ

g

1

h

1

+ · · ·+ g

m

h

m

= f

k

:

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÖÅÍ (×ÅÒÎÅÅ, ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ ÓÌÁÂÏÊ ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ.


