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Ýêçàìåí

1. Íàéäèòå ïðåäåëû:

(à) limn→∞ n

√
5n+6n+7n

8n+9n ;

(á) limn→∞
1
n

n
√
(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ n).

2. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë:
∫ π
0

x sinx
1+cos2 x

dx.

3. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f : R → R íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïåðåâîäèò

îòðåçêè â îòðåçêè è ïðîîáðàç {f−1(y)} ëþáîé òî÷êè y ∈ R çàìêíóò?

4. Öèêëîèäîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, îïèñûâàåìàÿ îòìå÷åííîé òî÷êîé îêðóæíîñòè (ðàäèóñà R),
êàòÿùåéñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ïðÿìîé.

(à) Âû÷èñëèòå äëèíó àðêè öèêëîèäû, ò.å. äëèíó ó÷àñòêà êðèâîé, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó äâóìÿ

áëèæàéøèìè ïåðåñå÷åíèÿìè ñ ïðÿìîé, ïî êîòîðîé êàòèòñÿ îêðóæíîñòü.

(á) Íàéäèòå êðèâèçíó öèêëîèäû.

5. Ïóñòü f ∈ Cn(R) � n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà R ôóíêöèÿ. Ïóñòü M0 =
supx∈R |f(x)| è Mn = supx∈R |f (n)(x)| � êîíå÷íûå âåëè÷èíû, à Mk = supx∈R |f (k)(x)|, 1 6 k 6 n−1.
Ïîêàæèòå, ÷òî

(à) ïðè n = 2 âûïîëíåíî M1 6
√
2M0M2;

(á) â ïóíêòå (à)
√
2 íå ìîæåò áûòü çàìåíåíåí ìåíüøèì ÷èñëîì;

(â) ïðè n > 2 âûïîëíåíî Mk 6 2k(n−k)/2M
1−k/n
0 M

k/n
n .

6. Äîêàæèòå, ÷òî R íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà íèãäå íå ïëîòíûõ

ìíîæåñòâ.

7. Âñÿêèé ëè ïîëîæèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí P (x, y) îò äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äîñòèãàåò
ñâîåé íèæíåé ãðàíè íà ïëîñêîñòè?


