
ÍÌÓ, Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (1-é ñåìåñòð). Ëèñòîê 1. 7 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1. Îãðàíè÷åíû ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà (à) {an|n ∈ N}, (á) {an/n!|n ∈ N}, a ∈ R?
Àêñèîìà ïîëíîòû. Åñëè L è R � íåïóñòûå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ l ∈ L è r ∈ R âûïîëíåíî l 6 r, òî ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî c, ÷òî l 6 c 6 r äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ l ∈ L, r ∈ R.
2. Äîêàæèòå ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ: åñëè äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ

îòðåçêîâ

[a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ . . . ⊃ [an, bn] ⊃ . . . ,
òî íàéäåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå âñåì ýòèì îòðåçêàì.

3. Âåðåí ëè àíàëîãè÷íûé ¾ïðèíöèï âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ¿?

4. Äàéòå îïðåäåëåíèå
√
2, äîêàæèòå åãî ñóùåñòâîâàíèå è èððàöèîíàëüíîñòü.

5. (à) Äàíî ìíîæåñòâî îòðåçêîâ íà ïðÿìîé, ïðè÷åì ëþáûå äâà èç íèõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì?

(á) Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè, ñòîðîíû êîòîðûõ

ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò? (Ïðÿìîóãîëüíèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ âìåñòå ñ âíóòðåííîñòüþ.)

(â) Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè?

Ïðåäåë. Ïðî ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ãîâîðÿò, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî A, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè âñåõ n > N âûïîëíåíî

|A− an| < ε. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ

A = lim
n→∞

an.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà, è, åñëè îí ñóùåñòâóåò,

òî ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òîò æå ïðåäåë.

7. Ïóñòü limn→∞ an = a, limn→∞ bn = b. Äîêàæèòå, ÷òî
(à) limn→∞(an ± bn) = a± b;
(á) limn→∞(anbn) = ab;
(â) limn→∞

an
bn

= a
b , åñëè b 6= 0.

8. Íàéäèòå òàêîå n ∈ N, n > 1, ÷òî 2n > n100.
9. Íàéäèòå ïðåäåë limn→∞ n

√
n.

10. Äîêàæèòå, ÷òî limn→∞
n
√
n! =∞.

11. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)
.

12. Ñõîäÿòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(à) an = 1 + 1
2 + . . .+ 1

n ;

(á) an = 1 + 1
22

+ . . .+ 1
n2 ?

13. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = sinn?
14. à) Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè limn→∞ an = a, òî limn→∞

a1+...+an
n = a.

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî.

15. Äîêàæèòå, ÷òî (1 + α)n > 1 + nα ïðè n ∈ N, α > −1 (íåðàâåíñòâî ß. Áåðíóëëè).

16. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =
(
1 + 1

n

)n+1
ìîíîòîííî óáûâàåò.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =
(
1 + 1

n

)n
ñõîäèòñÿ. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îáîçíà÷àþò

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.


