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Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

1. Ïðèäóìàéòå ôóíêöèþ f : R2 → R, èìåþùóþ â òî÷êå x0 ∈ R2 ïðîèçâîäíóþ âäîëü ëþáîãî

âåêòîðà, íî (à) ðàçðûâíóþ â x0; (á) íåïðåðûâíóþ â x0, íî íå äèôôåðåíöèðóåìóþ â x0; (â)
íåïðåðûâíóþ â R2, äèôôåðåíöèðóåìóþ â R2 \ x0, íî íå äèôôåðåíöèðóåìóþ â x0.

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x, y), ó êîòîðîé â òî÷êå (x0, y0) ñóùåñòâóþò îáå ñìåøàííûå

ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ∂2f
∂x∂y è ∂2f

∂y∂x , íî îíè íå ðàâíû.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì n-ìåðíîì øàðå, ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå è

äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç âíóòðåííèõ òî÷åê

ÿâëÿåòñÿ åå êðèòè÷åñêîé òî÷êîé.

4. Ïóñòü U ⊆ Rn � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî è ïóñòü ôóíêöèè f, g : U → R äèôôåðåíöèðóåìû

â x0 ∈ U . Äîêàæèòå, ÷òî (à) d(f · g)(x0) = df(x0) · g(x0) + f(x0) · dg(x0);
(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè g(x0) 6= 0, òî f/g � äèôôåðíöèðóåìà â x0 è

d

(
f

g

)
(x0) =

g(x0)df(x0)− f(x0)dg(x0)
g(x0)2

.

5. Äëÿ ôóíêöèé (à) f(x, y) = x2−x4− y2 è (á) f(x, y) = cosx− y2 íàðèñóéòå èõ ëèíèè óðîâíÿ

{(x, y)|f(x, y) = c} è íàéäèòå èõ ýêñòðåìóìû.

6. Ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà R2, è ïóñòü åå îãðàíè÷åíèå íà ëþáóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç x0, èìååò ìàêñèìóì â x0. Âåðíî ëè, ÷òî x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè f?
7. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó ôóíêöèè f : U → R, U ⊆ Rn â

òî÷êå x0 = (x01, . . . , x
0
n) ∈ U .

8. Îïèøèòå âñå ôóíêöèè f ∈ C2(R2), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ ∂2f
∂x∂y = 0.

9. Óðàâíåíèåì êîëåáàíèé ñòðóíû íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè u ∈ C2(R):
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
.

Ãðàôèê ôóíêöèè y(x) = y(x, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîôèëü ñòðóíû â

ìîìåíò âðåìåíè t.
(à) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå íîâûå êîîðäèíàòû

ξ = x− at, η = x+ at.)
(á) Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ{

u(x, 0) = u0(x)

u′t(x, 0) = v0(x)

Íàïèøèòå ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ, çàäàííîãî ýòèìè óñëîâèÿìè.

(â) (Ñòðóíà ãèòàðû.) Ïóñòü v0 = 0, à u0 � ôóíêöèÿ ñî ñëåäóþùèì ãðàôèêîì:

Íàðèñóéòå ïðîôèëü ñòðóíû â ìîìåíò âðåìåíè tk = kl
4a , k = 0, . . . , 5.

(ã) (Ñòðóíà ðîÿëÿ.) Ïóñòü u0 = 0, à v0 � ôóíêöèÿ ñî ñëåäóþùèì ãðàôèêîì:

Íàðèñóéòå ïðîôèëü ñòðóíû â ìîìåíò âðåìåíè tk = kl
4a , k = 0, . . . , 5.


