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Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Êîìïàêòíîñòü. Íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ.

Ìåòðèêîé (ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ) íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ρ : X × X → R,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåì ñâîéñòâàì:

(1) ρ(x, y) = ρ(y, x) > 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ X;

(2) ðàâåíñòâî ρ(x, y) = 0 äîñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëüêî, åñëè x = y;
(3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z).

×èñëî ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x è y.
1. Ïðîñòðàíñòâî Rn ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

(à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ1(x, y) = max16i6n(|xi − yi|) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â Rn. Êàê

âûãëÿäÿò øàðû â ýòîé ìåòðèêå?

(á) Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ2(x, y) =
√∑n

i=1(xi − yi)2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â Rn.

(â) Äîêàæèòå ïîëíîòó ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Rn, ρ1) è (Rn, ρ2). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî
â (Rn, ρ1) èëè (Rn, ρ2) êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåòðèêè ρ ôóíêöèÿ

ρ̃(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)

ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé?

3. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå (X, ρ) äîñòèãàåò
ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé.

4. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå øàð áîëüøåãî ðàäèóñà ìîæåò ñòðîãî ñîäåðæàòüñÿ â øàðå

ìåíüøåãî ðàäèóñà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ

çàìêíóòûõ øàðîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ïóñòî. (Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ðàäèóñû

øàðîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ øàðîâ îáÿçàíà èìåòü îáùóþ

òî÷êó.)

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó âñÿêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëåæàùåé â X, åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.

Îòîáðàæåíèå f : X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 0 < q < 1,
÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíåíî

ρ(f(x), f(y)) 6 qρ(x, y).

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíî

è èìååò ðîâíî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ f : R → R áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òàêîãî, ÷òî |f(x) −
f(y)| < |x− y| äëÿ ëþáûõ x 6= y.

9. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè êàêàÿ-òî èòåðàöèÿ f◦n îòîáðàæåíèÿ f ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé, òî f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ìîæåò ëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îòîáðàæåíèå

f èìåòü íåñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

10. Ïóñòü 1 < λ < 3 è f(x) = λx(1 − x). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ (0, 1)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f◦n(x) ñõîäèòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ f .

11. (à) Ïóñòü P (z) = anz
n+ . . .+a1z+a0, z ∈ C. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç P (X) ëþáîãî çàìêíóòîãî

ìîæåñòâà X ⊆ C � ñíîâà çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

(á) Âåðíî ëè ýòî äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ Q(x, y) : R2 → R, x, y ∈ R.
12. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à F : X → X � îòîáðàæåíèå, òàêîå,

÷òî ρ(F (x), F (y)) < ρ(x, y) äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ X. Äîêàæèòå, ÷òî F èìååò

åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.


